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Sazˇetak
U ovom radu izraden je model leta helikoptera. Za dinamiku leta primijenjen je 6DOF
model. Za model rotora koristi se analiticˇki matemeticˇki model koji je primjenjen na
glavni rotor i, uz neke preinake, na repni rotor. Modelirani su i trup letjelice te vertikalni
i horizontalni stabilizator. Cijeli model raden je unutar MATLAB/Simulink okruzˇja
te je napravljeno povezivanje s FlightGear vizualizacijskom aplikacijom za simulaciju
u stvarnom vremenu. Najvazˇnije komponente usporedene su s podacima iz literature
odnosno s drugim, verificiranim, modelima. Primjenjeni 6DOF model je verificiran
s postojec´im modelom. Model glavnog rotora je usporeden s rezultatima modela po
teoriji elementarnog kraka (BET) u lebdenju i horizontalnom letu. Model repnog rotora
usporeden je u lebdenju. Rezultati analize i usporedbe pokazuju dobra poklapanja.
Manja odstupanja su objasˇnjena i svojstvena su koriˇstenju analiticˇkog modela rotora.
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1 Uvod
Tema ovog diplomskog rada je modeliranje dinamike leta helikotpera. Zadatak je
podijeljen u razvoj algoritma za proracˇun aerodinamicˇkih karakteristika rotora, razvoj
6DOF-a te slanje izracˇunatih podataka leta helikoptera u vizualizator. Model rotora
se koristi za glavni rotor i, uz neke preinake, za repni. Namjena ovog modela je da
bude upotrebljiv i upravljiv kao simulator u stvarnom vremenu. Potrebno je i potvr-
diti da su rezultati koje daje model usporedivi sa realnim ponasˇanjem helikoptera. U
nedostatku eksperimentalnih podataka za cijele helikoptere, usporeduju se podaci po
komponentama.
Rad je organiziran u poglavlja na sljedec´i nacˇin. U poglavlju “Organizacija u Simu-
linku“ daje se pregled konvencija kod koriˇstenih blok dijagrama, objasˇnjava se logika
programiranja u Simulinku i kombiniranje s MATLAB okolinom. Dana je i motivacija
za koriˇstenje kombinacije MATLAB/Simulinka.
Poglavlje ”Model 6DOF“ bavi se razvojem modula za prenosˇenja aerodinamicˇkih
sila i momenata na kruti model helikoptera, te prevodenjem u brzine i pomake letjelice.
Sljedec´a tri poglavlja, ”Glavni rotor“, ”Repni rotor“ te ”Trup, horizontalni i vertikal-
ni stablizator“, bave se primjenom aerodinamicˇkih formula za izracˇun sila i momenata
koje te komponente stvaraju. Prikazani su i kratko objasˇnjeni modeli u Simulinku te
dane najvazˇnije formule.
”Vizualizacija u FlightGearu“ je poglavlje u kojem se opisuje prijenos rezultata si-
mulacije u vizualizacijski software. Objasˇnjeno je zasˇto je izabran FlightGear, dana
neka ogranicˇenja i problemi koji se kod toga javljaju.
Poglavlje ”Integracija komponenti“ zaokruzˇuje cijeli model u Simulinku, kako se
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pojedine komponente integriraju u cjelinu. Ovdje su opisani i neki manji, pomoc´ni,
moduli koji ne sudjeluju direktno u aerodinamici letjelice.
Na kraju, u poglavlju ”Rezultati“, dani su rezultati usporedbe komponenti ovog
modela prema podacima iz literature i s drugim modelom rotora.
1.1. Ogranicˇenja modela
S obzirom da se izraduje relativno jednostavan model dinamike leta pogodan za
izvrsˇavanje u stvarnom vremenu, imat c´emo mnogo aproksimacija i ogranicˇenja. U
skladu s Padfieldom, [1] str. 90, modeli rotora svrstavaju se u 3 razine s ogranicˇenjima
i primjenom prema tablici 1.1
Ovaj model ogranicˇio se na modeliranje razine 1 te vrijede sva ogranicˇenja koja uz to
idu. Dodatno, nije razmatrana dinamika motora i uzima se da je kutna brzina glavnog
i repnog rotora konstantna. Zbog toga nije razmatrana ni potrosˇnja goriva, pa je masa
konstantna kao i tenzor inercije.
Modeliran je samo let u slobodnoj struji zraka. Svi efekti od podloge nisu razmatrani.
Prvenstveno je namjenjeno da ovo bude simulacija u stvarnom vremenu, ali lako bi bilo
slozˇiti ulaz komandi iz neke datoteke, primjerice za usporedbu s drugim modelom.
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Tablica 1.1: Razine modeliranja rotora, prema [1]
Razina 1 Razina 2 Razina 3
Aerodinamika linearni 2D model
protoka
analiticˇki izracˇunate
sile
nelinearan
(ogranicˇeni 3D
efekti) model
protoka, lokalni
efekti vrtloga na
krakovima
numericˇki
integrirana
nestacionarna
opterec´enja s 2D
efektima stlacˇivosti
nelinearna 3D
analiza traga rotora
(slobodni trag ili
preddefinirani)
numericˇki
integrirana
nestacionarna
opterec´enja s 2D
efektima stlacˇivosti
Dinamika krute lopatice
(1) kvazi-stacionarno
gibanje
(2) 3DOF mahanje
(3) 6DOF mahanje
sa zabacivanjem
(4) 6DOF mahanje
sa zabacivanjem i
kvazi-stacionarnim
torzijama
(1) krute lopatice sa
varijantama modela
kao u Razini 1
(2) ogranicˇen broj
elasticˇnih modova
krakova
detaljna strukturna
reprezentacija s
elesticˇnim modovima
ili konacˇnim
elementima
Primjena parametarski
trendovi za ocjenu
kvalitete upravljanja
i procjenu
performansi
duboko unutar
ogranicˇenja envelope
leta
kontrole su
ogranicˇenog
intenziteta i
dinamike
parametarski
trendovi za ocjenu
kvalitete upravljanja
i procjenu
performansi do ruba
operativne ovojnice
leta
srednja sˇirina
frekvencijskog pojasa
prikladna za velika
pojacˇanja sustava
upravljanja
procjena parametara
za dizajn rotora
procjena najvec´ih
dopusˇtenih
opterec´enja na rotor
i vibracijska analiza
do ruba ovojnice leta
2 Organizacija modela
u Simulinku
Simulink je alat za modeliranje, simuliranje i analizu dinamicˇkih sustava. Upravljan
je pomoc´u blok dijagrama i usko je vezan uz MATLAB razvojno okruzˇenje. Bloko-
vi, koji se medusobno povezuju i konfiguriraju, su u stvari funkcije koje obraduju u
njih prosljeden signal. Takvo programiranje je dosta razlicˇito od klasicˇnih programskih
sucˇelja, ali je za neke primjene mnogo prakticˇnije i intuitivnije. Kao blokove je moguc´e
koristiti i funkcije pisane u MATLAB ili C programskom jeziku.
Simulink sadrzˇi biblioteke cˇestih blokova podijeljene po domenama primjene. Jedan
od tih blocksetova je i Aerospace blockset koji sadrzˇi mnoge funkcije vezane uz uprav-
ljanje i simuliranje zrakoplova. U primjerima u samom Simulinku i na specijaliziranim
internetskim stranicama (recimo [5]) postoji dosta primjera u kojima je simulirana di-
namika zrakoplova. Primjer je iznimno detaljan NASA-in model HL-20 letjelice za
povratak iz orbite, u [6]. Taj model ukljucˇuje model vjetrova, autopilot, modelirani su
otkazi pojedinih sustava i slicˇno. On je posluzˇio kao idejni kostur organizacije modela
izradenog u ovom radu.
Na sveucˇiliˇstu TU Delft je u Simulinku izraden oﬄine model dinamike helikoptera,
Helix. Taj model detaljno je opisan u diplomskom radu [7]. Tamo se koristi BET model
za rotor i svi aerodinamicˇki proracˇuni su radeni u C-MEX funkcijama, odnosno pisani
u C programskom jeziku i onda kompajlirane u Simulink. Programi pisani u C-u se
mnogo brzˇe izvrsˇavaju, ali ih je tezˇe pisati i testirati zbog nesˇto slozˇenije procedure
kompajliranja i ukljucˇivanja u Simulink. U njihovom slucˇaju prilikom izrade modela u
Simulinku C-koˆd je vec´ postojao, pa je bilo logicˇano iskoristiti postojec´i koˆd.
U inicijalnim fazama ovog rada takoder su razmatrani C/C++/C# zbog prednosti
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u brzini izvrsˇavanja. Druga prednost bi bila da se koˆd mozˇe direktno kompajlirati
u FlightGear, pisan C++-om. Ipak, odabrana organizacija nudi velike prednosti u
pogledu preglednosti, modularnosti, te naknadne vizualizacije izracˇunatih podataka.
To je narocˇito izrazˇeno kod testiranja modela i kod usporedbe s postojec´im modelima i
podacima. Algoritam izracˇuna aerodinamicˇkih sila dovoljno je brz da se i dalje izvrsˇava
u stvarnom vremenu unatocˇ sporijoj okolini.
2.1. Konvencije i struktura programa
Sve formule, osim mozˇda najjednostavnijih, vrlo je neprakticˇno programirati u Si-
mulniku, pa su kompleksniji moduli napravljeni kao MATLAB funkcije, a medusobno
povezivani u Simulinku. Simulink ima prilicˇne moguc´nosti numericˇkog integriranja, te
su u MATLAB funkcijama izbjegavani integracijski algoritmi i za to koriˇsteni Simulink
blokovi. Tako je MATLAB zaduzˇen za izracˇunavanje sila iz aerodinamicˇkih karakteri-
sitka i za izracˇun dinamicˇkog ponasˇanja letjelice, dok je rutina integriranja signala svud
prepusˇtena Simulinku. Prednost je sˇto je koˆd jednostavniji i manja je moguc´nost za
pogresˇkama. Jednostavnija je i promjena metode integriranja ako se za tim ukazˇe po-
treba. Svugdje u ovom radu koristi se Runge-Kutta metoda cˇetvrtog reda, s konstantnim
vremenskim korakom.
Radi laksˇeg prac´enja dijagrama u Simulinku dan je kratki pregled najcˇesˇc´e koriˇstenih
blokova s opisima:
• Ucˇitavanje konstante iz MATLAB radnog prostora
Constant
• Ulaz i izlaz untar modula
In1
• Integrirajuc´i i derivirajuc´i cˇlan
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Integrator Derivative
• Stvaranje i rastavljanje vektora - prema [6] mux i demux
• Stvaranje i rastavljanje sabirnice - prema [6] bus creator i bus selector. Korisno za
slanje signala na mnogo sustava jer se mogu oznacˇiti varijable.
• MATLAB funkcija - prema [6] Embedded MATLAB function - sadrzˇi samo MA-
TLAB koˆd. Prilikom pokretanja se kompajlira u MEX funkciju. U dijagramima
u Simulinku imaju sivu pozadinu.
Embedded
MATLAB Function
• Simulink modul - prema [6] Simulink subsystem - je podsustav koji mozˇe sadrzˇavati
bilo koje druge Simulink blokove, ukljucˇujuc´i i druge module. Oznacˇen je bijelom
pozadinskom bojom.
U ovom modelu koriˇstene MATLAB funkcije se prije izvrsˇavanja kompajliraju just-
in-time. Dobivaju se .mex datoteke koje Simulink poziva. Pandan bi bile .exe datoteke
u Windows okruzˇenju.
Poglavlje 2. Organizacija modela u Simulinku 7
Kod testiranja konvergencije rjesˇenja zakljucˇeno je da je dovoljno precizno uzimati
vremenski korak simulacije svakih 15◦ rotacije glavnog rotora. Rotori se okrec´u kons-
tantnim brojem okretaja te nam je vremenski korak fiksan. Repni rotor ima vec´i broj
okretaja, ali zbog pretpostavki koje su kod njega uzete njegova brzina rotacije nije
granicˇni faktor, nego rotacija glavnog rotora. Tako je uzet vremenski korak 0.012 s.
Bitna karakteristika ovog modela je i njegova modularnost. Dosta jednostavno bi
bilo promijeniti bilo koji element, primjerice umjesto analiticˇkog modela rotora koji
se ovdje koristi, staviti neki drugi. Isto tako bi bilo relativno jednostavno dodati u
model josˇ jedan rotor ili neki aerodinamicˇki element te bi se to svodilo na kopiranje
modula i postavljanje parametara. Dijelovi pisani u MATLAB-u mogu se koristiti i kao
samostalne funkcije van ovog modela.
3 Model 6DOF
6DOF oznacˇava gibanje krutog tijela u trodimenzionalnom prostoru. Dolazi od en-
gleskog izraza six degrees of freedom, odnosno sˇest stupnjeva slobode gibanja. S obzirom
da se letjelica u prostoru, osim polozˇaja centra mase za koji su potrebne tri koordina-
te, orijentira preko tri kuta, trebamo ukupno sˇest koordinata za potpuno opisivanje
polozˇaja.
U zrakoplovstvu se standardno koriste razlicˇiti koordinatni sustavi, ovisno o situaciji.
Kod ovog 6DOF modela koriste se lokalni, nosˇeni i koordinatni sustav letjelice. Koriˇsteni
koordinatni sustavi detaljno su opisani u [8].
3.1. Jednadzˇbe 6DOF-a
Glavna svrha 6DOF-a je da ulazne velicˇine sila i momenata koje djeluju na letjelicu
kao kruto tijelo, pretvori u njeno kretanje u prostoru. Ulazne velicˇine su dva vektor od
po tri cˇlana - jedan za sile i jedan za momente koji su odredeni za centar mase. Zato se
prvo sve aerodinamicˇke i pogonske reakcije (eventualne reakcije od tla se ne razmatraju
u ovom radu) trebaju svesti na centar mase. Taj programski dio, ovisan o geometriji
letjelice, izdvojen je iz 6DOF-a.
Ovaj 6DOF je raden u koordinatnom sustavu letjelice, zato i sve ulazne velicˇine
moraju biti u koordinatnom sustavu letjelice. Gravitacijska akceleracija je iznimka i ona
ulazi u 6DOF kao skalarna velicˇina, te se unutar 6DOF-a transformira u koordinatni
sustav letjelice.
Da bi se iz sila i momenata dobili polozˇaj i stav letjelice trebaju nam dva koraka
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integracije unutar jednog vremenskog ciklusa. Ipak, s obzirom da imamo koordinatni
sustav letjelice koji rotira i da je polozˇaj definiran u lokalnom, a stav u nosˇenom koor-
dinatnom sustavu, postupak nije potpuno trivijalan. Odvojene su jednadzˇbe za sile i
za momente, te za prvi i drugi korak integracije, pa tako imamo ukupno cˇetiri matricˇne
jednadzˇbe.
Derivacija brzine leta povezuje akceleraciju i brzinu u koordinatnom sustavu letje-
lice. U [8] to je zapisano kao
Ω˜VK + V˙K =
R
m
+ LFO g + (−aCK)
• VK = [uK vK wK ]T je brzina leta
• R je rezultantna sila koju cˇine aerodinamicˇke sile i pogonske sile
• g je gravitacijsko ubrzanje
• aCK je Coriolisovo ubrzanje i ovdje se pretpostavlja da je nula.
Gornja jednadzˇba pogodnije zapisana za racˇunanje brzine, kako se i koristi u koˆdu
programa je
V˙K =
R
m
+ LFO g − Ω˜VK . (3.1)
Derivacija polozˇaja centra mase zapisuje se kao
r˙ = VLK ,
gdje je r˙ = [x˙ y˙ z˙]T derivacija vektora polozˇaja. S obzirom da c´emo imati brzinu u koor-
dinatnom sustavu letjelice, trebamo primijeniti matricu transformacije koja jednadzˇbu
pretvara u
r˙ = LOFVK (3.2)
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Derivacija kineticˇkog momenta - produkta tenzora tromosti i vektora kutne brzine
H = I Ω - definira utjecaj rezultantnog momenta na kutnu brzinu letjelice. Prema [8],
to je
H˙S + Ω˜HS = MA + MF .
Ovdje oznaka ”S” oznacˇava da se radi o ocˇvrsnutom sustavu, ali s obzirom da u ovom
radu pretpostavljamo konstantnu masu, to se mozˇe i izostaviti. Aerodinamicˇke momente
i one od pogonske sile mozˇemo zajedno pisati kao M = MA + MF . Tako je za primjenu
u programu pogodniji zapis formule
H˙ = M− Ω˜H. (3.3)
S obzirom da je uz masu konstantan i tenzor tromosti, kutnu brzinu mozˇemo dobiti
iz
H˙ = IΩ˙.
Derivacija stava direktno se racˇuna prema [8]
s˙ = R−1Ω, (3.4)
gdje
R =

1 0 − sin θ
0 cosφ sinφ cos θ
0 − sinφ cosφ cos θ

Koristi se za povezivanje kutne brzine i derivacija stava, a funkcija je samo dva kuta.
Vektor stanja
X =
[
x y z uk vk wk p q r φ θ ψ
]T
sadrzˇi sve nepoznanice koje se pojavljuju u gornje cˇetiri jednadzˇbe. Moguc´e bi bilo josˇ
dodati i masu, ali ona je u ovom 6DOF-u konstanta. Ovaj vektor je glavni izlaz 6DOF-a.
Redoslijed komponenti je isti kao i u [8].
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Dodatne izlazne velicˇine su one velicˇine koje je pogodno racˇunati u 6DOF-u, a nisu
sadrzˇane u vektoru stanja. To su:
• napadni kut
α = arctan
w
u
,
• kut klizanja
β = arctan
v
u
.
3.2. Model 6DOF u Simulinku
Organizacija modela u Simulinku vidi se na slici 3.1. Ulazne velicˇine su sile i momenti
koji djeluju na centar mase i koncentrirani su u zajednicˇkoj ulaznoj sabirnici. Drugi ulaz
je sabirnica parametara okoline. Iz nje se izdvaja i koristi u 6DOF modelu samo skalar
gravitacijske akceleracije.
Model se sastoji od MATLAB funkcija, a njihova primjena je sljedec´a:
• OuF koord - sluzˇi za transformaciju vektora gravitacijske akceleracije u koordinatni
sustav letjelice
• akcelPriprema - implementacija jednadzˇbi (3.1) i (3.3)
• FuO koord - implementacija jednadzˇbe (3.2), sˇto je u biti samo transformacija
koordinatnih sustava ”F” u ”O”
• stavPriprema - jednadzˇba (3.4).
Inicijalizacijske vrijednosti nisu direktno ulazi u model 6DOF-a. To su konstante
koje su definirane prije izvrsˇavanja, masa i tenzor momenta inercije, te pocˇetni vektor
stanja. Pocˇetni vektor stanja u jednadzˇbe ulazi u integrirajuc´e blokove kao konstanta
integracije, na slici 3.1 oznacˇen sa x0.
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Slika 3.1: Model 6DOF
4 Glavni rotor
Najkompleksniji dio modela leta helikoptera je svakako rotor. Velike brzine vrtnje
uzrokuju nelinearne efekte. Krakovi rotora su vezani zglobnim vezama te svaki krak
ima u opc´em slucˇaju 3 stupnja slobode gibanja - mahanje, zabacivanje i uvijanje. Zbog
duzˇine i vitkosti krakova izrazˇeno je savijanje i aeroelasticˇni efekti.
Za modele razine 1, a prema tablici 1.1, dosta tih efekata se aproksimira jednos-
tavnijim efektima ili se zanemaruju. Mora se uzeti u obzir da je prvenstvena namjena
ovog modela simulacija u stvarnom vremenu, pa je brzina izvrsˇavanja kriticˇni parame-
tar. Uz simulaciju dinamike na racˇunalu se mora paralelno izvrsˇavati i vizualizacija. Za
simulaciju s tim ogranicˇenjima vremena izvrsˇavanja mogu se koristiti samo BET model
i matematicˇki analiticˇki model.
Model po teoriji elementarnog kraka (BET model) diskretizira krak po duzˇini, te
u svakom vremenskom koraku za svaku kriˇsku kraka racˇuna aerodinamicˇku silu, te ih
zbraja i svodi na centar. Zanemaruju se efekti prestrujavanja zraka po rasponu kraka.
Na FSB-u je napravljen model BET model rotora [4] te je bio dostupan za analizu i
primjenu.
Matematicˇki analiticˇki model koristi diferencijalne jednadzˇbe aerodinamicˇkih opte-
rec´enja na krakovima te se integriraju po duzˇini kraka. Tako dobivene analiticˇke funkcije
mogu u jednom proracˇunu izracˇunati sile i momente rotora.
BET model u [4] pisan je u MATLAB-u pa bi se mogao lako primjeniti u ovom radu.
BET model je fleksibilan kod modeliranja geometrije krakova i rotora, lako se uvode
efekti stlacˇivosti, gubitka uzgona zbog velikog napadnog kuta i slicˇno. Zbog trajanja
jednog ciklusa proracˇuna od nekoliko sekundi nije se krenulo tim putem. Da bi jed-
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nadzˇbe numericˇki konvergirale, potrebno je za ovaj model helikoptera imati vremensku
diskretizaciju od 0.012 s. Tako je odabrano koriˇstenje analiticˇkog modela. U dostupnoj
literaturi dostupni su NASA model analiticˇkog rotora, prema [9], i prema Padfieldu, [1].
Odabran je Padfield.
Ogranicˇenja koja su svojstvena analiticˇkom modelu koji se koristi u ovom radu:
• Koeficijent uzgona linearno ovisi o gradijentu a0 iako se cˇesto, narocˇito kod naza-
dujuc´e lopatice, javljaju prilicˇno veliki napadni kutevi.
• Ne uzima se u obzir utjecaj stlacˇivosti zbog Machovog broja. Helikopteri opc´enito
ne postizˇu velike brzine leta, ali i u lebdenju vrsˇne brzine dostizˇu velike Machove
brojeve. Ovdje modelirani helikopter u lebdenju na vrhu lopatica glavnog i repnog
rotora ima konstantan Ma = 0.58.
• Kao ni kod BET modela ne razmatra se prestrujavanje po rasponu lopatice ni
gubici na vrhovima lopatica.
• Na helikotperu se lopatice ne protezˇu po rasponu od pocˇetka do kraja radijusa ro-
tora nego disk na sredini ima izrez u kojem se nalazi glava rotora koja ne doprinosi
aerodinamicˇkim silama. Kod analiticˇkog modela rotora integracija se provodi od
centra do vrha diska.
• Za protok kroz rotor je pretpostavljen linearni model: iako se radi o gruboj pret-
postavci u razmatranom modelu doprinosi efikasnoj procjeni pogonske sile i okret-
nog momenta.
• Utjecaj optjecanja kraka u suprotnom smjeru je zanemaren. Podrucˇje u kojem je
brzina na profil kraka u suprotnom smjeru javlja se u slucˇaju horizontalnog leta
helikoptera na povratnom kraku. Za umjerene brzine leta to podrucˇje je malo i
efekt takvog optjecanja se mozˇe zanemariti.
• Gibanje kraka u ravnini rotacije (tzv. zabacivanje, engl. lead–lag) nije razmatrano
vec´ se promatra samo gibanje izvan ravnine rotacije – mahanje. Pri tome je za
krak pretpostavljeno da je krut. Za zglob mahanja pretpostavljeno je da se nalazi
na osi rotacije rotora.
Sva ova ogranicˇenja se ne mogu jednostavno zaobic´i jer bi prilagodavanje previˇse kom-
pliciralo jednadzˇbe.
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4.1. Sile i momenti na glavnom rotoru
Prema izvodu u prilogu A. sile su:
XhW =
ρ (ΩR)2
2
Rc a0
∑
Nb
(
F (2) sinψ + F (1)β cosψ
)
i
− 1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
ω¯2z cosψi, (4.1)
YhW =
ρ (ΩR)2
2
Rc a0
∑
Nb
(
F (2) cosψ − F (1)β sinψ)
i
− 1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(
ω¯2z sinψ
)
i
, (4.2)
ZhW = −ρ (ΩR)
2
2
Rc a0 ·
∑
Nb
F (1). (4.3)
Ovdje koriˇsteni koeficijenti F (1) i F (2) mogu se pronac´i u prilogu A., a ovisni su, osim o
konstantama konstrukcije helikoptera, o brzinama i kutnim brzinama rotora, rezultatima
jednadzˇbe protoka - λ0 i λ1, te rezultatima diferencijalne jednadzˇbe mahanja - β i β
′.
Sve ove velicˇine su pak funkcije polozˇaja kraka ψ i postavnog kuta za taj polozˇaj θ0.
Svaki krak mora se odvojeno razmatrati.
Slicˇno se dolazi i do momenata na centar rotora.
Lh =
ρ (ΩR)2
2
R2ca0
Nb∑
i=1
(
G(1) sinψi +G
(2)βi cosψi
)
(4.4)
Mh =
ρ (ΩR)2
2
R2ca0
Nb∑
i=1
(
G(1) cosψi −G(2)βi sinψi
)
, (4.5)
Nh = −ρ (ΩR)
2
2
R2ca0
Nb∑
i=1
G(2) + IRΩ˙. (4.6)
Ovi su momenti ovisni o koeficijentima G(1) i G(2) koji su opet ovisni o istim velicˇinama
kao i koeficijenti sila.
Gornji momenti i sile su u koordinatnom sustavu klizanja, pa ih se treba transfor-
mirati prije daljnje upotrebe u modelu.
Mahanje se modelira pomoc´u diferencijalnih jednadzˇbi, u prilogu A. Ne uzima se u
obzir promjena brzine rotacije glavnog rotora, pa je:
dβ˙i
dt
=
γ Ω2
2
· FR (ψi, θpi, λ1i, ω¯yi)− Ω2
(
1 +
Kβ
IβΩ2
)
· βi + 2Ω2ω¯xi,
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dβi
dt
= β˙i,
i = 1 . . . Nb, (4.7)
i imamo 2Nb diferencijalnih jednadzˇbi.
Model protoka opisuje raspored induciranih brzina okomito na rotor. O njemu naj-
viˇse ovisi slika strujanja na krakovima. Postavni kutevi na rotoru u normalnim rezˇimima
leta mogu poprimiti velike vrijednosti, cˇak do 40◦. Inducirana brzina na glavnom rotoru
je prema dolje, pa se stvarni napadni kutevi zadrzˇavaju u rasponu gdje je krivulja uzgona
linearna. U modelu izvedenom u prilogu za opisivanje protoka koriste se dvije velicˇine -
λ0 i λ1. To je model protoka prema Coleman i Johnsonu (prema popisu modela protoka
u [10]). Inducirana brzina po disku linearno opada u smjeru brzine klizanja, tako da je
naprijed najvec´a, a na izlaznoj strani najmanja. Mozˇe se zapisati jednadzˇbama prema
[1] (jednadzˇbe (3.139), (3.143)-(3.145)):
λ = λ0 +
rb
R
λ1 cosψW , (4.8)
λ0 =
CT
2
√
[µ2 + (λ0 − µZ)2]
, (4.9)
sˇto je uniformni dio protoka, a
λ1 = λ0 tan
(χ
2
)
, χ <
pi
2
,
λ1 = λ0 cot
(χ
2
)
, χ >
pi
2
(4.10)
je linearna promjena duzˇ diska. χ je nagib traga i dan je s
χ = tan−1
(
µ
λ0 − µZ
)
. (4.11)
gdje su µ i µZ su faktori napredovanja i penjanja.
4.2. Model u Simulinku
Model rotora u Simulinku ima tri sabirnice ulaza. Uz vektor stanja i ρ iz sabirnice
okoline potrebne su josˇ komande pilota. Za glavni rotor komande su kolektivna komanda
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te ciklicˇna uzduzˇna i bocˇna komanda. Prema krivuljama u prilogu C. mapiraju se
komande na odzive na swashplateu - θ0, A1 i B1. Tome sluzˇi blok na slici 4.3, odnosno
Mapiranje komandi na slici 4.1.
Blok Dinamika rotacije, detaljno prikazan na slici 4.4, generira vektor polozˇaja kra-
kova koji, u slucˇaju modela helikoptera u primjeru, ima 4 cˇlana za 4 kraka.
Blok Brzine od ulaznog vektora stanja generira faktore µ i µZ , potrebne u daljnjem
proracˇunu. Izlaz OmegaRot je kutna brzina rotacije u koordinatnom sustavu svakog
kraka. ψW je kut klizanja.
Otpori se izracˇunavaju, prema [1], po formuli
δ = δ0 + δ2C
2
T .
Ta jednadzˇba implementirana je u bloku otpor.
U bloku Model protoka stoje jednadzˇbe 4.8–4.11. Koeficijenta potisne sile CT prolazi
kroz tzv. Lowpass filter. Zbog oblika u kojem se koriste jednadzˇbe u nekim rezˇimima
leta dolazi do numericˇkih nestabilnosti i velikih oscilacija vrijednosti λ i CT . Upotrebom
ovog filtera oscilacije se bitno umanjuju.
U Dinamika mahanje koriste se izvodi prema A.7., odnosno jednadzˇbe (4.1.). Na
slici 4.5 detaljnije je prikazan taj blok. Jednadzˇba prolazi kroz dva stupnja integracije.
Izlazna velicˇina iz bloka je i β′ = dβ
dψ
= dβ
dt
dt
dψ
= dβ
dt
1
Ω
.
Blok rotorSileMomenti, slika 4.2, sadrzˇi glavne jednadzˇbe za odedivanje sila i mo-
menata glavnog rotora. Koristi jednadzˇbe (4.1)–(4.3) za proracˇun sila i (4.4)–(4.6) za
momente.
U koefSile na slici 4.2 izracˇunava se koeficijent potisne sile CT , potreban za odredivanje
otpora profila i kod odredivanja koeficijenata inducirane brzine.
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Slika 4.1: Model glavnog rotora prema Padfieldu [1]
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Dinamika mahanje
Okolina <ro>
Mz
My
Mx
Fz
Fy
<a0>
<c>
<m_>
<IR>
<thetaRW>
<R>
<mi>
<miZ>
<OmegaRot>
<psiW>
<Omega>
<Omega_dt>
<Omega>
<R>
<mi>
<miZ>
<OmegaRot>
<Omega>
<gama>
<IBeta>
<KBeta>
<thetaRW>
Fx
<delta>
<theta>
<theta>
Slika 4.2: Model glavnog rotora (nastavak)
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Slika 4.3: Mapiranje komandi s pilotske palice
Slika 4.4: Model dinamike rotacije
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Slika 4.5: Model dinamike mahanja
5 Repni rotor
Glavna zadac´a repnog rotora je suprotstavljanje induciranom momentu glavnog ro-
tora te bi bez njega helikopter bio neupravljiv. Konstruktivno je glavni rotor rijesˇen
drugacˇije od repnog. Repni rotor uobicˇajeno nema ciklicˇku komandu nego samo ko-
lektivnu komandu postavnog kuta koju pilot zadaje preko pedala. Da bi se poniˇstila
asimetrija uzgona koja bi se kod neke napredujuc´e brzine nuzˇno javila, repni rotor ima
slobodni swashplate koji se sam postavlja tako da momenti oko svih osi osim osi vratila
budu nula.
5.1. Sile i momenti na repnom rotoru
Cijeli analiticˇki izvod jednadzˇbi repnog rotora mozˇe se nac´i u prilogu B. Kod izvoda
se sluzˇi istim jednadzˇbama koje su vec´ izvedene za glavni rotor uz neke dodatne pret-
postavke i prilagodbe. Sva ostala ogranicˇenja koja su navedena za glavni rotor vrijede
i ovdje. Glavno ogranicˇenje modela repnog rotora koji se ovdje koristi je da se gene-
rira samo sila u smjeru i moment oko osi vratila. Zbog drugacˇije izvedbe swashplatea
nerazmatrane sile i momenti bi i bili relativno mali.
U analiticˇkom izvodu jednadzˇbi dinamike u prilogu B. pokazuje se da se, uz uvodenje
nekoliko novih velicˇina, potrebna dinamika mahanja mozˇe svesti na koeficijent
θ∗T0 =
θT0 + k3
γT
3λ2Tβ
(µTZ − λT0)
1− k3 γT8λ2Tβ (1 + µ
2
T )
, (5.1)
gdje je λ2βT = 1 +
KTβ
ITβΩ
2
T
, funkcija konstantnih konstruktivnih vrijednosti repnog rotora,
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a k3 korektivna vrijednost usljed slobodnog swashplatea te je takoder konstantna. Zbog
toga se u modelu ne treba voditi briga o polozˇaju i mahanju svake lopatice kao sˇto se
trebalo kod glavnog rotora.
Za odredivanje gornjeg koeficijenta potreban je samo kolektivni postavni kut lopatica
koji se odreduje prema pilotskoj komandi pedala (slika 5.1), a preko krivulje na slici C.5.
Model protoka dan je prema [1] jednadzˇba (3.139) kao:
λ0 =
CT
2
√
[µ2 + (λ0 − µZ)2]
(5.2)
Ova jednadzˇba se mora iterativno rjesˇavati. Model protoka je takoder nesˇto pojednos-
tavljen u odnosu na glavni rotor i ovdje se aproksimira konstantnim poljem inducirane
brzine. Dakle, za razliku od glavnog rotora ne uzima se u obzir cˇlan λ1.
Koeficijent potisne sile CTT dan je u prilogu B. sljedec´om relacijom:
2CTT
sTa0
=
θ∗T0
3
(
1 +
3
2
µ2T
)
+
µTZ + λT0
2
+
µT
2
θ∗T1S, (5.3)
za koji su josˇ potrebni samo koeficijenti napredovanja µT i µZT te prije izracˇunati ko-
eficijent inducirane brzine λ0.
Mozˇemo izracˇunati silu potiska
TT = −NT ρ (ΩR)
2
2
cR a0 · 2CT
sTa0
. (5.4)
Sila potiska je s obzirom na postavljene koordinatne sustave TT = −FY .
Koeficijent momenta u smjeru osi vratila u [1], pa i prilogu B. definira se kao:
2CQT
sTa0
= µTZ + λT0
2CTT
sa0
+
δT
2a0
(1 + 3µ2T ), (5.5)
gdje je δT definiran slicˇno kao i kod glavnog rotora -
δT = δ0T + δ2TC
2
TT . (5.6)
Moment je tako
QT =
1
2
ρ(ΩTRT )
2piR3Ta0sT ·
2CT
sTa0
. (5.7)
My = −QT , a ostale komponente vektora sila i momenta su nula.
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5.2. Model u Simulinku
Prema izvedenim jednadzˇbama izgraden je i model na slici 5.2. Jedini podsustav je
mapiranje komande kolektivnog postavnog kuta repnog rotora, slika 5.1. Blok brzine
sluzˇi za generiranje koeficijenata napredovanja µT i µZT . protok sadrzˇi jednadzˇbu 5.2.
Ispred ulaza velicˇine CT u protok potrebno je postaviti blok jedinicˇnog kasˇnjenja signala
da bi Simulink mogao kompajlirati model. Glavni dio repnog rotora je blok potisak koji
generira iznose sile i momenta rotora. U njemu su implementirane jednadzˇbe 5.3, 5.4,
5.6, 5.5 i 5.7.
Slika 5.1: Mapiranje komande s palice na postavni kut lopatice repnog rotora
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Slika 5.2: Model repnog rotora
6 Trup, horizontalni i
vertikalni stabilizator
Osim rotora u aerodinamici helikoptera sudjeluju josˇ i trup te horizontalni i vertikalni
stabilizator. Njihova medusobna interakcija u realnoj situaciji je znatna. Glavni rotor
generira veliki protok zraka koji mijenja sliku optjecanja trupa, te znatno utjecˇe na ulazni
tok zraka u repni rotor. Sve to je naravno ovisno o brzini i stavu letjelice. Vertikalni i
horizontalni stabilizator su isto u interakciji s rotorima. Od svih tih bitnijih interakcija
u ovom modelu je razmatran samo utjecaj vertikalnog stabilizatora na repni rotor preko
jednog koeficijenta. Ipak, za model dinamike helikoptera prve razine, prema [1], smatra
se da je to prihvatljivo.
6.1. Trup
Prema Proutyju, [3], za modelirani helikopter definirane su krivulje aerodinamicˇkih
sila i momenata prema napadnom kutu i kutu klizanja. Mogu se nac´i u prilogu C, slike
C.2, C.3 i C.4. Te krivulje matematicˇki su modelirane u MATLAB funkciju sile na slici
6.1.
6.2. Vertikalni stabilizator
Vertikalni stabilizator ima profil NACA0012, te poznate karaktiristike iz kojih se
mogu izracˇunati aerodinamicˇke sile. Na slici 6.3, na kojoj je prikazan Simulink model,
MATLAB funkcija kut izracˇunava kut β nastrujavanog zraka, te se pomoc´u krivulja
uzgona i otpora NACA0012 profila, prema [2], izracˇunavaju aerodinamicˇki koeficijenti.
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Slika 6.1: Model trupa u Simulinku
Krivulje su dane za raspon napadnih kuteva −180◦ do +180◦, te prikazane na slici
6.2. U bloku sile aerodinamicˇki koficijenti se mnozˇe s dinamicˇkim tlakom i povrsˇinom
vertikalnog stabilizatora, te tranformiraju u sile Fx i Fy.
Slika 6.2: Aerodinamicˇki koeficijenti uzgona i otpora profila NACA0012 pre-
ma [2]
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Slika 6.3: Model vertikalnog stabilizatora u Simulinku
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6.3. Horizontalni stabilizator
Kao i vertikalni, horizontalni stabilizator (model na slici 6.4) ima profil NACA0012,
te se istom metodom izracˇunavaju aerodinamicˇke sile. Jedina razlika je sˇto je ovdje
potrebno izracˇunati napadni kut α umjesto kuta klizanja β, te se uzima u obzir i postavni
kut i. Iz bloka sile dobivaju se komponente Fx i Fz, a ostale komponente su nula.
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Slika 6.4: Model horizontalnog stabilizatora u Simulinku
7 Vizualizacija u
FlightGearu
FlightGear je open source simulator letenja. U ovom radu koristi se samo za graficˇki
prikaz vizualizacija leta. On mozˇe i modelirati dinamiku leta zrakoplova ili helikoptera,
ali to u ovom radu preuzima opisani Simulink model. Za modeliranje dinamike letjelica
FlightGear koristi viˇse FDM-ova (eng. Flight Dynamics Model)- JSBSim se najviˇse
koristi, a dostupni su josˇ i YASim, UIUC i LaRCSim. Od navedenih, jedino YASim
omoguc´ava modeliranje helikoptera. Koristi BET model rotora.
FlightGear je slobodno dostupan na www.flightgear.org ili se mozˇe instalirati
preko nekog od programa za upravljanje paketima dostupnim u Linux distribuciji.
7.1. Slanje vektora stanja u FlightGear
Kad se FlightGear koristi samo kao vizualizator komunikacija s FDM-om se vodi
putem UDP mrezˇnog protokola. To omoguc´ava da se vizualizacija i proracˇun dinamike
leta vode na odvojenom racˇunalima.
Nakon svih proracˇuna izlaz modela helikoptera je vektor stanja. Taj vektor je po-
trebno josˇ dodatno obraditi prije slanja u FlightGear. FlightGear zahtjeva da visina
bude pozitivna prema gore, dok je u koordinatnim sustavima modela z os prema gore
negativna. Pozicije x i y se ne sˇalju u koordinatnim sustavima koji su se do sad koristili
nego se moraju mapirati na geografske koordinate Zemlje. Taj dio odraduje modul iz
Simulinka Flat Earth to LLA (eng. LLA - Longitude Latitude Altitude), prikazan na slici
7.1. Stav se sˇalje u istom obliku kako se koristi i u Simulink modelu.
Samo slanje UDP paketa prema FlightGearu odraduju dva modula iz Simulinka
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- Pack net fdm i Send net fdm. Prvi se koristi za pakiranje svih velicˇina stanja, dok
drugi obavlja samo povezivanje na mrezˇne kanale i ostale vezane radnje. Oba paketa
su kompajlirana u C programskom jeziku i izvorni koˆd nije dostupan za eventualno
mijenjanje.
Uz koordinate letjelice, u FlightGear se mogu slati i brzine, kutne brzine. FlightGear
te velicˇine koristi samo za prikaz na plocˇi s instrumentima u cockpitu. Parametri kao
sˇto su kutni polozˇaji lopatica, postavni kutevi, kutevi mahanja mogu se takoder primati
u FlightGearu putem UDP protokola. Koriˇsteni modul u Simlinku to ne podrzˇava, pa
su te velicˇine u modelu staticˇne. Eventualno bi se to moglo rijesˇiti preko nekog drugog
nekoriˇstenog kanala u Simulink modulu. Opcija je takoder i programiranje lopatica da
se rotiraju konstantnom kutnom brzinom u skriptnom programskom jeziku NASAL koji
koriste modeli u FlightGearu.
Na slici 7.1 se vidi i modul Simulation pace. On osigurava da se simulacija odvija u
realnom vremenu. Kad je proracˇun za neku vremensku jednicu izrsˇen, on cijelu simu-
laciju stavlja u sleep mod dok ne dode vrijeme da se ti podaci posˇalju. Ovdje se mozˇe
namjesˇtati i da se simulacija odvija brzˇe ili sporije. Naravno, to funkcionira samo ako
se simulacija odvija brzˇe od realnog vremena. Ako je simulacija prespora, onda ovaj
modul samo pogorsˇava kasˇnjenje. Simulink daje nekoliko moguc´nosti za vec´i stupanj
optimiranja kompajliranja koˆda. Ovaj modul funkcionira samo ako su izabrana najs-
porija dva - normal i accelerator mod. Kod ostalih modova je sleep funkcija, nuzˇna za
funkcioniranje, onemoguc´ena.
7.2. Pozivanje programa
U ovom radu je koriˇstena verzija FlightGeara v1.9.1. Jedine modifikacije koje su
bile potrebne je skidanje i instaliranje dodatnog modela helikoptera (ovdje se koristi
3D model Eurocopter EC135) i krajolika za zˇeljenu geografsku lokaciju. Odabrana je
pocˇetna tocˇka simulacije Aerodrom Pleso. Procedura je detaljno opisana u FlightGear
prirucˇniku, [11].
Prije pokretanja simulacije u Simulinku, potrebno je pokrenuti FlighGear. Prilikom
pokretanja je potrebno prosljediti komande da se ne koristi JSBSim, FlighGearov glavni
FDM, nego da c´e se koristiti eksterni. Komande se prosljeduju koriˇstenjem .sh i .bat
skripti u Linux, odnosno Windows okolini.
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Slika 7.1: Simulink layout modula za povezivanje s FlightGearom
Postavlja se primanje podataka FDM-a na UDP portovima 5501-5503 koje koristi
Simulink modul. Postavljaju se parametri inicijalne visine i polozˇaja, aerodroma. Dok
se simulacija ne pokrene u Simulinku, letjelica stoji na mjestu odredenu u ulaznim
podacima. Da se ne bi dogodio skok u pocˇetnom trenutku simulacije, potrebno je
postaviti istu koordinatu i kod pozivanja FlightGeara i u Simulink modelu.
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Slika 7.2: Izgled FlightGear vizualizacije
8 Integracija komponenti
Slika 8.1: Najviˇsi nivo strukture modela
U prethodnim poglavljima opisane komponente medusobno su povezane u model
dinamike leta. Medu njima josˇ postoji viˇse pomoc´nih modula, a svi oni nalaze se na
raznim razinama strukture. Na slici 8.1 prikazana je najviˇsa razina strukture modela.
Podijeljena je na model pilota, model okoline, vizualizaciju i centralni model, nazvan He-
liSim. Posebni izdvojeni dio je i kontrolna plocˇa pomoc´u koje je omoguc´eno ukljucˇivanje
i iskljucˇivanje pojedinih komponenti.
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8.1. Model okoline
Ovaj model, prikazan na slici 8.2, sluzˇi za generiranje parametara atmosfere i gravi-
tacijsku akceleraciju. Gravitacijska akceleracija u modelu je konstantna, pa taj modul
samo vrac´a stalnu vrijednost.
ISA model se koristi za generiranje karakteristika atmosfere. Ovisi samo o visini.
Temperatura je linerno ovisna od visine u prvom sloju do 11 km, a dalje ima konstantnu
vrijednost. Funkcija tlaka je podijeljena takoder na dva podrucˇja, ispod i iznad 11 km.
Ostali parametri - gustoc´a i brzina zvuka - se racˇunaju na temelju prva dva pomoc´u
jednadzˇbe idealnog plina. Ovaj model atmosfere se vodi po standardu ISO 2533:1975.
Slika 8.2: Model okoline
8.2. Pilot
Upravljacˇke komande se unose preko igracˇe palice - joysticka. Simulink ima modul za
povezivanje s palicom, te se on koristi. Iako se ovaj model mozˇe koristiti i na Windows
i na Linux operativnim sustavima, pod Linuxom MATLAB ne podrzˇava ulaze s palice.
Modul pod Linuxom postoji, ali nije funkcionalan.
Na slici 8.3 vidi se shema mapiranja signala. Namjesˇtene su mrtve zone joysticka na
10% pomaka palice u svim smjerovima. Koriˇstena palica ima tri osi pomaka - uzduzˇno,
bocˇno i uvrtanje palice - i jedan odvojeni kotacˇ, sˇto je dovoljno da se koriste sve komande
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Slika 8.3: Mapiranje pomaka igrac´e palice
na helikopteru. Pomaci palice lijevo-desno, napred-natrag mapirani su na uzduzˇnu i
bocˇnu ciklicˇnu komandu, kotacˇ za pogon mapiran je na kolektivnu komandu, a uvijanje
palice mapirano je na komande pedala, odnosno na kolektivnu komandu repnog rotora.
Postoji josˇ jedno odvojeno mapiranje komandi palice na postavni kut lopatica. To je
definirano prema karakteristikama helikoptera, te preuzeto prema [3]. Krivulje se mogu
pronac´i u prilogu C.
Odvojeno od signala s palice, koriste se klizacˇi kad se treba tocˇno namjestiti neka
vrijednost komande. Oni su jedini nacˇin upravljanja pod Linux okolinom. Komande se
prebacuju izmedu palice i klizacˇa na komandnoj plocˇi modela.
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8.3. Kontrolna plocˇa
Kod ispitivanja dijelova modela i za debugiranje jako je korisno moc´i iskljucˇivati
pojedine komponente. Za to sluzˇi komandna plocˇa, prikazana na slici 8.4. Mozˇe se
koristiti i dok se model izvrsˇava.
Komponente koje se mogu iskljucˇiti su glavni i repni rotor, horizontalni i vertikalni
stabilizator te trup. Moguc´e je iskljucˇiti i kompletan 6DOF, odnosno prenos sila. Ovdje
se takoder prebacuje izmedu kontrola palicom ili klizacˇima.
Slika 8.4: Kontrolna plocˇa
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8.4. HeliSim aerodnamika i dinamika
Slika 8.5: HeliSim aerodnamika i dinamika
Unutar ovog modula sadrzˇano je svo racˇunanje aerodinamicˇkih karakteristika i dina-
micˇkog ponasˇanja. Kao na slici 8.5 podijeljeno je na aerodinamicˇke module i 6DOF mo-
del koji su obradeni u prethodnim poglavljima. Modul geometrija helikoptera obraden
je u sljedec´em.
8.4.1. Geometrijske karakteristike helikoptera
Sad kad imamo izracˇunate sve sile i momente za sve komponente koje modeliramo,
prije slanja u 6DOF potrebno ih je svesti na centar mase. Poznavajuc´i geometriju
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Slika 8.6: Svodenje svih sila i momenata na centar mase
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helikoptera to mozˇemo zapisati preko dvije jednadzˇbe
Fuk =
∑
i
Fi
Muk =
∑
i
Mi − Fi × r
gdje je r vektor polozˇaja komponente u odnosu na centar mase. To je i svrha MATLAB
integriranog koˆda u SileNaCG. Preko prekidacˇa na kontrolnoj plocˇi mogu se pojedine
komponente ukljucˇivati i iskljucˇivati. Tome sluzˇi ulaz u simParam. Dodatni izlazi iz
SileNaCG sluzˇe za crtanje grafova i prikaz sila i momenata na letjelicu tijekom simulacije.
8.5. Konacˇni pregled modela
Prilikom ucˇitavanja modela automatski se u radni prostor ucˇitava i set varijabli po-
trebnih Simulink modelu. To su inicijalizacijske vrijednosti za simulaciju, pocˇetni vektor
stanja, te karakteristike modeliranog helikoptera. Karakteristike helikoptera opisane su
u prilogu C. Kad se model zˇeli vizualizirati u FlightGearu, potrebno ga je pokrenuti
nakon FlightGeara.
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HeliSim model Slika 8.5
... 6DOF Slika 3.1
... Aerodinamika glavni rotor Slike 4.1 i 4.2
...
... Dinamika mahanje Slika 4.5
...
... Dinamika rotacije Slika 4.4
...
... Mapiranje komandi Slika 4.3
... Aerodinamika repni rotor Slika 5.2
...
... Mapiranje komandi Slika 5.1
... Aerodinamika trup Slika 6.1
... Aerodinamika vertikalni stabilizator Slika 6.3
... Aerodinamika horizontalni stabilizator Slika 6.4
... Geometrija helikoptera Slika 8.6
Izlaz u FlightGear Slika 7.1
Kontrolna plocˇa Slika 8.4
Okolina Slika 8.2
Pilot Slika 8.3
Tablica 8.1: Popis svih komponenti modela
9 Rezultati modela
Namjena modela leta izradenog u ovom radu je simuliranje dinamike u stvarnom
vremenu. Kao takav tesˇko ga je usporedivati i verificirati jer ni jedan drugi cijeli model
nije bio dostupan za analizu, a svi podaci u literaturi bili su nepotpuni za postavljanje
cijelog scenarija. Model se zato testira i usporeduje s drugima samo po komponentama.
Model je raden modularno, pa je bilo jednostavno izvaditi potrebne dijelove i kons-
truirati posebne modele za testiranje.
9.1. Izolirani glavni rotor
9.1.1. Simulink model za testiranje glavnog rotora
Slika 9.1: Model za testiranje glavnog rotora
Model prikazan na slici 9.1 je izolirani glavni rotor. Blok glavnog rotora je identicˇan
onome prikazanog na slikama 4.1 i 4.2. Jedina razlika je zaobilazˇenju modula za mapi-
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ranje komandi pilota. Te komande se direktno generiraju u testGen. Karakteristike CT ,
CQ i θ imaju izlaz u MATLAB radni prostor gdje se obraduju za prikaz na grafovima.
9.1.2. Lebdenje
Slika 9.2: Usporedba rezultata potisne sile i okretnog momenta s podacima
iz [3]
Na slici 9.2 vidi se dobro slaganje koeficijenta potisne sile CT/σ s rezultatima Prouty
BET modela kod manjih postavnih kuteva. Kod vec´ih kuteva dolazi do utjecaja neli-
nearnosti koeficijenta uzgona, odnosno pretpostavke analiticˇkog modela o koeficijentu
uzgona su manje prihvatljive. Zato BET model koji uzima u obzir te nelinearnosti ima
manji koeficijent u tom podrucˇju.
Slicˇno vrijedi i za koeficijenta okretnog momenta CQ/σ. Kod njega dominira koefi-
cijent otpora, za vec´e postavne kuteve analiticˇki model ocˇekivano ima vec´a odstupanja.
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Slika 9.3: Komande potrebne za horizontalni let – prema [3]
9.1.3. Horizontalni let
Za horizontalni let je kompliciranije usporedivati rezultate jer je sam let definiran
velikim brojem parametara. Prema Proutyju [3] i Padfieldu [1] iz kojih su koriˇsteni
podaci za helikotper odnosno model leta nije bilo dovoljno detaljnih podataka da se
postavi cijeli scenarij horizontalnog leta. Kod ove usporedbe je koriˇsten model rotora iz
diplomskog rada Josipa Zˇupana, BET model rotora helikoptera [4].
Komande pilota za horizontalni let preuzete su iz [3] za modelirani helikopter – slika
9.3. Pri horizontalnom letu cijela konstrukcija helikotpera se nagne prema naprijed
– izracˇunati podaci za naklon su na slici 9.4. Model BET iz [4] ne mozˇe samostalno
racˇunati mahanje. Zato je da bi oba modela imala iste ulazne podatke mahanje u
modelu iz ovog rada svedeno na konstantni kut konusa, te su isti podaci koriˇsteni i u
BET modelu.
Vidi se dobro podudaranje rezultata za koeficijent uzgona. Okretni moment je vec´i
kod BET modela. Podaci za koeficijent uzgona presjeka koje BET model koristi, pri-
kazani su na slici 9.7. U analiticˇkom modelu se to aproksimira parabolom, pa odatle
diskrepancija u rezultatima. Prema [9] analiticˇki modeli za rotor nisu upotrebljivi za
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Slika 9.4: Napadni kut cijelog helikoptera potreban za horizontalni let
Slika 9.5: Usporedba CT/σ s BET modelom [4]
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Slika 9.6: Usporedba CQ/σ s BET modelom [4]
brzine iznad µ = 0.3. To je vec´ brzina od 60 m/s pa na napredujuc´oj lopatici brzine
dostizˇu Machove brojeve od 0.75.
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Slika 9.7: Aerodinamicˇki koeficijenti uzgona i otpora profila NACA0012 pre-
ma [2] koje koristi BET model [4]
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9.2. Izolirani repni rotor
9.2.1. Simulink model za testiranje repnog rotora
Model prikazan na slici 9.8 je izolirani repni rotor. Blok glavnog rotora je identicˇan
onome prikazanom na slici 5.2. Kao i kod glavnog rotora zaobilaze se funkcije mapiranja
komandi pilota jer se potrebne vrijednosti direktno generiraju u bloku testGen.
Slika 9.8: Model za testiranje repnog rotora
9.2.2. Lebdenje
Za repni rotor radena je usporedba s rezultatima BET modela prema Proutyju [3].
Kvalitativno su rezultati za repni rotor, ocˇekivano, slicˇni rezultatima za glavni. Na slici
9.2 vidi se dobro slaganje uzgona kod manjih postavnih kuteva. Otpor isto pokazuje
dobro slaganje, ali do manjih postavnih kutova.
9.3. Izolirani 6DOF model
Simulink, unutar svog Aerospace blockseta, sadrzˇi nekoliko 6DOF modela. Oni se
mogu povezati da, zajedno s 6DOFom napravljenim u ovom radu, paralelno obraduju
neke ulazne podatke. Ti izlazi se mogu usporediti kako bi se 6DOF model provjerio da
ispravno radi.
Na slici 9.10 vidi se testna shema spajanja ta dva modela. Na slici je model napravljen
u ovom radu oznacˇen s ”HeliSim 6DOF”, a Simulink genericˇki model s ”6DOF (Euler
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Slika 9.9: Usporedba rezultata potisne sile i okretnog momenta repnog rotora
s podacima iz [3]
Angles)”. Za ulazne sile i momente se generiraju sinusoidni podaci prikazani na slici
9.11. Funkcija koja ih generira na slici je oznacˇena s fcn. Signali se prosljeduju u oba
modula, te na daljnju obradu u MATLAB radni prostor. Dva 6DOF modela imaju nesˇto
razlicˇit nacˇin spajanja ulaznih signala, pa je zbog toga prije ulaza u HeliSim 6DOF vidi
spajanje vektora sila i momenata u sabirnicu. Za gravitacijsku akceleraciju HeliSim
6DOFa se uzima nula jer Simulink 6DOF ne razmatra gravitacijsku silu odvojeno od
ulaznih sila. Pocˇetni vektor stanja je[
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
]T
tijelo je mase m = 100 kg. Vrijeme simulacije je 100 sekundi, metoda integracije Runge-
Kutta ODE4, koja se koristi i u glavnom modelu leta helikoptera. Poslije izlaza iz
modula 6DOFa u radni prostor MATLABa signal se opet mora specificˇno pretvarati za
svaki model posebno kako bi se dobio standardni zapis vektora stanja.
Izlazi oba modela su prekticˇki identicˇni, kao sˇto se mozˇe vidjeti na slikama 9.11-
9.16. Normirana razlika vektora stanja poslije 100 sekundi simulacije je reda velicˇine
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Slika 9.10: Verifikaciju 6DOF modela
10−11 sˇto je zanemarivo malo, te se mozˇe pripisati gresˇkama zaokruzˇivanja zbog razlicˇitog
redosljeda izvrsˇavanja jednadzˇbi - jednadzˇbe 6DOFa u Aerospace blocksetu su modelirane
Simulink vezama i objektima.
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Slika 9.11: Sile i momenti koji se koriste kao ulaz u 6DOF modele
Slika 9.12: Rezultati polozˇaja po osima
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Slika 9.13: Rezultati komponenata brzine
Slika 9.14: Rezultati komponenata kutnih brzine
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Slika 9.15: Rotacije
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Slika 9.16: Trodimanzionalni prikaz rezultata polozˇaja oba 6DOF modela.
Rezultat Simulink modela je pomaknut u x osi zbog preglednosti.
10 Zakljucˇak
Kod izrade modela leta helikotpera u ovom radu izradeno je sljedec´e:
• Prema jednadzˇbama iz [1] izraden je model rotora te je primjenjen za glavni rotor.
• Model rotora prema [1] modificiran je i primjenjen kao repni rotor.
• Model 6DOF za kruto tijelo s konstantnom masom.
• Napravljeno je sucˇelje za vizualizaciju podataka u FlightGearu.
• Napravljeni su dodatni moduli potrebni za povezivanje modela rotora i 6DOF-a
te vizualizacije kako bi se mogli koristiti kao simulator leta helikoptera.
• Dodatni modeli za testiranje glavnog i repnog rotora u lebdenju, za testiranje
6DOF modela, te za testiranje modela glavnog rotora u horizontalnom letu.
Primjenjeni 6DOF model je verificiran s postojec´im modelom. Model glavnog rotora
je usporeden s rezultatima modela po teoriji elementarnog kraka (BET) u lebdenju i
horizontalnom letu. Model repnog rotora usporeden je u lebdenju. Rezultati analize
i usporedbe s podacima iz literature i drugim modelima pokazuju dobro poklapanje.
Manja odstupanja su objasˇnjena i svojstvena su koriˇstenju analiticˇkog modela rotora.
Mora se napomenuti da je to model prve razine pa je kao takav namjenjen da radi u
najmanje zahtjevnim scenarijima.
Model se izvrsˇava na granici moguc´nosti racˇunala. MATLAB kod nije namjenjen
za izvrsˇavanje u stvarnom vremenu, te bi prepisivanje kriticˇnih funkcija u C (i njihovo
uvrsˇavanje kao MEX funkcije) program znatno ubrzalo. Druga moguc´nost je da se
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kompletno prede u neki drugi programski jezik i kompajlira s FlightGearom. Ipak, za
primjenu na Fakultetu bitnija je modularnost, cˇitljivost i preglednost modela od brzine
izvodenja.
Kao moguc´nost za daljnji rad i primjenu ovog modela potrebno je detaljno verificirati
model u svim uvjetima leta.
S obzirom da se MATLAB koristi na fakultetu, autor se nada da c´e i nakon ovog
diplomskog nac´i primjenu u nastavi ili nekom projektu, bez obzira da li kao platforma
u koju c´e se dodavati novi blokovi ili c´e se blokovi iz ovog rada koristiti samostalno.
A Analiticˇki model glavnog
rotora
Ovdje dani model rotora predstavlja model razine 1 prema Padfieldu, [1].
A.1. Komponente brzine centra rotora
u, v i w - komponente brzine helikoptera u KS ”b”
p, q i r - komponente rotacije helikoptera u KS ”b”
hub - centar rotora
x, y i z - koordinatni sustav tijela
Brzine u ishodiˇstu ”h” KS (u centru rotora)
u− qhr
v + phr + rxcg
w − qxcg

za γs kut nagiba osi rotora (shaft angle), pozitivan unaprijed, potrebno je provesti
transformaciju te je ukupni vektor brzine za h KS:
uh
vh
wh
 = LY (γS) ·

u− qhr
v + phr + rxcg
w − qxcg

A.2. Klizanje
V - aerodinamicˇka brzina
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z
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CG
cgx
u
hub
rh
rqh
q
v w
Slika A.1: Brzine u koordinatnom sustavu rotora u odnosu na centar mase
uk, vk i wk - komponente aerodinamicˇke brzine u ”h” KS
uhW - komponenta aerodinamicˇke u ravni diska
whW - komponenta aerodinamicˇke brzine okomita na disk (duzˇ osi rotacije)
ψhW - kut klizanja side slip angle
Brzina u ”hW” KS: 
uhW
0
whW
 = LZ (ψW ) ·

uh
vh
wh

Kutna brzina KS ”hW” duzˇ njegovih osi:
ΩhW =

phW
qhW
rhW
 = LZ (ψW ) ·

p
q
r + ψ˙W

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hxhu
hv
hWh ww =
hWu
V
hWx
W
Slika A.2: Brzina klizanja i vezani koordinatni sustav
A.3. Rotirajuc´i KS
”b” - KS vezan za krak rotora (x os duzˇ raspona kraka)
”h” - neroirajuc´i KS rotora (xh os u ravni simetrije tijela)
”hW” - nerotirajuc´i KS rotora (xhW os u pravcu uhW )
”rot” - rotirajuc´i KS rotora (xrot projekcija kraka na disk)
Kut mahanja
β = β0 + ∆β (ψ)
gdje je β0 otklon konusa od diska, a ∆β(ψ) oscilacije kraka oko β0
Kutna brzina ”rot” SK duzˇ njegovih osi
~Ωrot = ~Ωrot/hW + ~ΩhW
komponente Ωrot u ”rot” KS:
Ωrot = Lrot hW ·ΩhWhW + ΩrothW
Matrica transformacije Lrot hW = LZ (−ψ)
Ωrot =

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0
0 0 1
·

phW
qhW
rhW
+

0
0
−ψ˙
 =

phW cosψ − qhW sinψ
phW sinψ + qpW cosψ
rhW − ψ˙
 =

ωx
ωy
ωz

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rotx
hwx
hx
by
w
roty
hy
bx
bz
rothwh zzz ,,
Slika A.3: Velicˇine u rotirajuc´em koordinatnom sustavu
ωZ = rhW − ψ˙ ≡ rhW − Ω −→ ωZ + Ω = rhW
A.4. Komponente brzine presjeka kraka
Kutna brzina kraka ~Ωb:
~Ωb = ~ΩhW +~˙ψ︸ ︷︷ ︸
~Ωrot
+~˙β
Kako je
Ωbh rot = LY (β)·LZ (pi)·Ωrot =

1 0 −β
0 1 0
β 0 1
·

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1
·

ωx
ωy
ωz
 =

−ωx − β ωz
−ωy
−β ωx + ωz

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bit c´e
Ωbb =

−ωx − β ωz
−ωy
−β ωx + ωz
+

0
β˙
0
 =

−ωx − β ωz
−ωy + β˙
−β ωx + ωz

U presjeku na mjestu rb
ub
vb
wb
 = Lb hW ·

uhW
0
whW
+ Ω˜bb ·

rb
0
0

Kako je
Lb hW = LY (β) · LZ (pi − ψ) =

− cosψ sinψ −β
− sinψ − cosψ 0
−β cosψ β sinψ 1

bit c´e
ub
vb
wb
 =

− cosψ sinψ −β
− sinψ − cosψ 0
−β cosψ β sinψ 1
 ·

uhW
0
whW
+

−ωx − β ωz
−ωy + β˙
−β ωx + ωz
 ·

rb
0
0


ub
vb
wb
 =

−uhW cosψ − βwhW
−uhW sinψ + rb (ωz − βωx)
−uhWβ cosψ + whW + rb
(
ωy − β˙
)

U njima je ωZ = rhW − Ω (vidi kraj poglavlja A.3.).
A.5. Brzine zraka u presjeku kraka
Na kraju poglavlja A.4. kinematicˇke brzine profila (u odnosu na zrak) u presjeku
kraka na mjestu rb
ub
vb
wb
 =

−uhW cosψ − βwhW
−uhW sinψ + rb (ωz − βωx)
−uhWβ cosψ + whW + rb
(
ωy − β˙
)

Pri tome je ωZ = rhW − Ω
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Slika A.4: Brzina zraka u presjeku kraka
Brzina zraka u odnosu na profil u pravcu yb i zb osi (dodaje se inducirana brzina vi)
UT = −vb
UP = −wb + vi
UT = uhW sinψ − rb (ωz − βωx)
UP = uhWβ cosψ − whW − rb
(
ωy − β˙
)
+ vi
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Definiraju se nove velicˇine
uhW
ΩR
= µ whW
ΩR
= µz
vi
ΩR
= λ = λ0 + r¯bλ1 (ψ)
S tim vrijednostima
U¯T = µ sinψ − r¯b (ω¯z − β ω¯x)
U¯P = µβ cosψ − µz − r¯b (ω¯y − β′) + λ
ωZ = rhW − Ω ≈ −Ω
U¯T = µ sinψ + r¯b (1 + β ω¯x)
U¯P = µβ cosψ − µz − r¯b (ω¯y − β′) + λ0 + λ1r¯b
= − (µz − λ0 − µβ cosψ)− r¯b (ω¯y − β′ − λ1)
Napomena 1: prema [1], str.99, Up ima suprotan znak:
U¯T = µ sinψ + r¯b (1 + β ω¯x)
U¯P = (µz − λ0 − µβ cosψ) + r¯b (ω¯y − β′ − λ1)
Iz [1], slika sa str. 97 vidi se da je pozitivno Up na gore (pozitivno zb je na dolje). Da
bi pratili model Padfileda [1], uzet c´emo u obzir da je Up suprotnog smjera od zb te je
time taj znak upotrjebljen..
A.6. Ubrzanja u presjeku kraka
”b” - KS vezan za krak rotora (x os duzˇ raspona kraka)
”hW” - KS rotora (xhW u pravcu projekcije aerodinamicˇke brzine na ravnini diska)
Prijenosno gibanje je gibanje KS ”rot”, a relativno gibanje je gibanje kraka β(t) ili
relativnog KS ”b” (koji je vazan za krak) u prijenosnom.
~a = ~ap︸︷︷︸
~aT+~aN
+~ar + ~aKor
U presjeku kraka rb tangencijalno ubrzanje je
~aT =~˙Ωrot × ~rb
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hWx
hWy
bz
bx
rotx
brot yy ,
rethW zz ,
Slika A.5: Ubrzanja u presjeku kraka
abT =˜˙Ω
b
rot ·

rb
0
0

Kako je
Ω˙brot =

d
dt
(−ωx − β ωz)
− d
dt
ωy
d
dt
(−βωx + ωz)

poslije mnozˇenja dobiva se
abT =

0
rb (−β ω˙x + ω˙z)
rbω˙y

Poslije smjene vrijednosti za komponente kutne brzine Ωbrot
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abT = rβ

0
−β
(
p˙hW cosψ − q˙hW sinψ − ωyψ˙
)
+ ω˙z
p˙hW sinψ + q˙hW cosψ + ωxψ˙

U istom presjeku kraka rb normalno ubrzanje je
~aN = ~Ωrot ×
(
~Ωrot × ~rb
)
abN = rb ·

−β2ω2x + 2βωxωz − ω2z − ω2y
ωxωy + βωyωz
−ωzωx + βω2x − βω2z + β2ωzωx

Poslije zanemarivanja malih velicˇina viˇseg reda
abN = rb ·

2βωxωz − ω2z
βωyωz
−ωzωx − βω2z

U istom presjeku kraka rb Coriolisovo ubrzanje je
~aKor = 2~Ωrot × ~Vr
abKor = 2Ω˜rot ×

0
0
−rbβ˙
 = 2rb

β˙ ωy
−β˙ (ωx + βωz)
0
 ≈ rb ·

2β˙ ωy
0
0

U istom presjeku kraka rb relativno ubrzanje bit c´e
abr =

−rbβ˙2
0
−rbβ¨
 ≈ rb ·

0
0
−β¨

Konacˇno su komponente ubrzanja u presjeku kraka na udaljenosti rb
ab = abT + a
b
N + a
b
r + a
b
Kor = rb ·

2βωxωz − ω2z + 2β˙ ωy
−β
(
p˙hW cosψ − q˙hW sinψ − ωyψ˙
)
+ ω˙z + βωyωz
p˙hW sinψ + q˙hW cosψ + ωxψ˙ − ωzωx︸ ︷︷ ︸
ωx(2Ω−rhW )
−βω2z − rbβ¨

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Poslije zanemarivanja malih velicˇina viˇseg reda
ab = abT + a
b
N + a
b
r + a
b
Kor = rb ·

−ω2z
0
2ωxΩ + p˙hW sinψ + q˙hW cosψ + βω
2
z − β¨

Dijeljenjem s referentnom vrijednosti Ω2R dobivamo
ab = Ω2R · r¯b

−ω¯2z
0
2ω¯x +¯˙phW sinψ +¯˙qhW cosψ + β ω¯
2
z −¯¨β

gdje
r¯b = rb/R
ω¯x = ωx/Ω
ω¯z = ωz/Ω
¯˙phW = p˙hW
/
Ω2
¯˙qhW = q˙hW
/
Ω2
¯¨β = β¨
/
Ω2
A.7. Diferencijalna jednadzˇba mahanja kraka
Diferencijalna jednadzˇba mahanja kraka je
Iββ¨ = MA +MCF +Mgiro −Melast
Moment centrifugalne sile je negativan jer tezˇi smanjiti kut mahanja β
MCF = −
∫
m¯Ω2r · rβ dr = −Ω2β Iβ
Mgiro = 2IβΩ · ωx
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rotx
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Slika A.6: Momenti na diferencijalni element kraka
Iβ je moment tromosti kraka oko osi rotacije rotora, a kutna brzina
ωx = phW cosψ − qhW sinψ
Aerodinamicˇki moment za pozitivan napadni kut tezˇi povec´ati kut β
MA =
R∫
0
dL · r =
1∫
0
ρ
2
U2T ca0αdr · r =
ρca0
2
R∫
0
U2T
(
θ +
UP
UT
)
=
ρca0
2
R∫
0
(
θU2T + UPUT
)
rdr
MA =
ρ c a0
2
(ΩR)2R2
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
r¯dr¯ =
γ IβΩ
2
2
·
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
r¯dr¯
gdje je Lockov broj
γ =
ρ c a0R
4
Iβ
U poglavlju A.9.2. pokazano je da vrijedi
FR (ψ) =
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
dr¯b
FR (ψ) = F
(1)
pa je
MA =
γ IβΩ
2
2
·
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
r¯dr¯ =
γ IβΩ
2
2
· FR (ψ)
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zamjenom u diferencijalnu jednadzˇbu
Iββ¨ = MA +MCF +Mgiro −Melast
dobivamo
Iββ¨ =
γIβΩ
2
2
FR (ψ)− Ω2Iββ + 2IβΩωx −Kββ
β¨ =
γΩ2
2
FR (ψ)− Ω2β + 2Ω2 ω¯x − Kβ
Iβ
β
gdje je
ω¯x = p¯hW cosψ − q¯hW sinψ
Poslije zamjene funkcije FR(ψ) s F
(1) (prema poglavlju A.9.2.)
FR (ψ) =
(
µ2 sin2 ψ + µ sinψ + 1
3
) · θp + (12µ2 sin2 ψ + 23µ sinψ + 14) · θrW+
+
(
µ sinψ + 1
2
) · (µzλ0 − µβ cosψ) + (µ sinψ2 + 13) · (ω¯y − β′ − λ1)
gdje je:
θrW r¯b uvijanje kraka u presjeku r¯b
ϑp (ψ) = θ0 + θ1s sinψ + θ1c cosψ komanda rotoru
λ1 = λ1C cosψ
ω¯y = p¯hW sinψ + q¯pW cosψ,
dobivamo:
dβ˙
dt
=
γ Ω2
2
· FR (ψ, θp, λ1, ω¯y)− Ω2
(
1 +
Kβ
IβΩ2
)
· β + 2Ω2ω¯x
Na desnoj strani poslije mnozˇenja zagrada
(
µ sinψ
2
+ 1
3
) · (ω¯y − β′ − λ1) pojavljuje se
produkt β˙ sinψ . To znacˇi da je ne mozˇemo odrediti analiticˇko rjesˇenje za funkciju
β (ψ).
Rjesˇenje kuta mahanja β od periodicˇne pobude po kutu kraka ψ
θP = θ0 + θ0S sinψ + θ0C cosψ
promatramo obicˇno jednadzˇbom:
β (ψ) = β0 + β1s sinψ + β1c cosψ︸ ︷︷ ︸
∆β(ψ)
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0
maxβΔ
2
1
2
1max cs βββ +=Δ
Slika A.7: Konusi mahanja
koja uzima u obzir samo prve harmonike po kutu ψ. Oblik tog rjesˇenja prikazan je na
slici A.9. Na rotoru imamo Nb krakova, krakovi nemaju isti kut mahanja β zato sˇto je
otklon θ razlicˇit od kraka do kraka razlicˇit zbog razlicˇitih kutova ψ. Zato je jedan krak
referentni, njemu dodjeljujemo indeks i = 1, a svaki slijedec´i ”i” krak ima kut azimuta:
ψi = ψ + (i− 1) 2pi
Nb
ϑp i = θ0 + θ1s sinψi + θ1c cosψi
To znacˇi da imamo Nb diferencijalnih jednazˇba
dβ˙i
dt
= γ Ω
2
2
· FR (ψi, θpi, λ1i, ω¯yi)− Ω2
(
1 +
Kβ
IβΩ2
)
· βi + 2Ω2ω¯xi
dβi
dt
= β˙i
i = 1 . . . Nb
gdje su
ϑpi = θ0 + θ1s sinψi + θ1c cosψi
λ1i = λ1C cosψi
ω¯xi = p¯hW cosψi − q¯hW sinψi
ω¯yi = p¯hW sinψi + q¯pW cosψi
Ove diferencijalne jednadzˇbe integriramo simultano sa josˇ dvije jednadzˇbe:
NbIψ
dΩ
dt
= Q
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dψ1
dt
= Ω
Ukupno imamo 2Nb + 2 jednadzˇbe.
A.8. Aerodinamicˇka opterec´enja u presjeku kraka
by
d
zf
TU
PU
yf
bz
Slika A.8: Inducirana opterec´enja u presjeku kraka
Slika brzina A.8 postavljena je prema [1], str.33 (kao i str.97, ali je potrebno obratiti
pazˇnju na definiciju smjera Up. Aerodinamicˇke sile na kraku su
` =
ρ(U2T+U2P )
2
c a0α
d =
ρ(U2T+U2P )
2
c δ
gdje je δ = δ0 + δ2C
2
T
fZ = − (` cosφ+ d sinφ) ≈ − (`+ d φ)
fY = (d cosφ− ` sinφ) ≈ (d− `φ)
fX = 0
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Gornje relacije su u skladu sa [1], str.109. Uvodenjem relacija:
α = θ + φ
φ =
UP
UT
1 +
U2P
U2T
≈ 1
slijedi
fZ = −ρ(U
2
T+U
2
P )
2
c [a0 (θ + ϕ) + δ · ϕ] ≈ −ρU
2
T
2
ca0 ·
[(
θ + UP
UT
)
+ δ
a0
· UP
UT
]
fY =
ρ(U2T+U2P )
2
c [δ − a0 (θ + ϕ) · ϕ] ≈ ρU
2
T
2
ca0 ·
[
δ
a0
−
(
θ + UP
UT
)
· UP
UT
]
Koristec´i 1 + δ
a0
≈ 1
fZ = −ρ(ΩR)
2
2
c a0 ·
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
fY = −ρ(ΩR)
2
2
c a0 ·
[
− δ
a0
U¯2T + θ U¯P U¯T + U¯
2
P
]
gdje su:
U¯T = µ sinψ + r¯b (1 + βω¯x)
U¯P = (µz − λ0 − µβ cosψ) + r¯b (ω¯y − β′ − λ1)
A.9. Aerodinamicˇke sile na rotoru
U KS ”hW” sile na rotoru su
XhW
YhW
ZhW
 = ∑
Nb
R∫
0
LhW b

−m¯ abx
fY − m¯ aby
fZ − m¯ abz
 · drb
gdje je m¯ = dm
drb
(dm masa sˇnite kraka sˇirine drb)
Lbh = LY (β) · LZ (pi − ψ) =

cos β 0 − sin β
0 1 0
sin β 0 cos β
 ·

cos (pi − ψ) sin (pi − ψ) 0
− sin (pi − ψ) cos (pi − ψ) 0
0 0 1
 =
=

cos β 0 − sin β
0 1 0
sin β 0 cos β
 ·

− cosψ sinψ 0
− sinψ − cosψ 0
0 0 1
 =

− cosψ cos β sinψ cos β − sin β
− sinψ − cosψ 0
− cosψ sin β sinψ sin β cos β

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hWx
hWy
bz
bx
rotx
( )roty
)rothW zz
by
+
Slika A.9: Sile u koordinatnom sustavu klizanja
Za male kutove β
Lbh =

− cosψ sinψ −β
− sinψ − cosψ 0
−β cosψ β sinψ 1

Lhb =

− cosψ − sinψ −β cosψ
sinψ − cosψ β sinψ
−β 0 1

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
XhW
YhW
ZhW
 = ∑
Nb
R∫
0

− cosψ − sinψ −β cosψ
sinψ − cosψ β sinψ
−β 0 1
 ·

−m¯ abx
fY − m¯ aby
fZ − m¯ abz
 · drb
XhW =
∑
Nb
R∫
0
[cosψ · m¯ abx − sinψ (fY − m¯ aby)− β cosψ (fz − m¯ abz)] drb
YhW =
∑
Nb
R∫
0
[− sinψ · m¯ abx − cosψ (fY − m¯ aby) + β sinψ (fz − m¯ abz)] drb
ZhW =
∑
Nb
R∫
0
(β m¯ abx + fz − m¯ abz) drb
Gornje jednadzˇbe su u skladu sa relacijama prema [1], str. 108. Jednadzˇbe se mogu
zapisati u obliku
XhW = −R
∑
Nb
(
sinψ
1∫
0
fY dr¯b
)
i
−R∑
Nb
(
β cosψ
1∫
0
fzdr¯b
)
i
+Rm¯
∑
Nb
(
cosψ
1∫
0
abxdr¯b
)
i
+Rm¯
∑
Nb
(
sinψ
1∫
0
abydr¯b
)
i
+Rm¯
∑
Nb
(
β cosψ
1∫
0
abzdr¯b
)
i
YhW = −R
∑
Nb
(
cosψ
1∫
0
fY dr¯b
)
i
+R
∑
Nb
(
β sinψ
1∫
0
fzdr¯b
)
i
+
−Rm¯ ∑
Nb
(
sinψ
1∫
0
abxdr¯b
)
i
+Rm¯
∑
Nb
(
cosψ
1∫
0
abydr¯b
)
i
−Rm¯ ∑
Nb
(
β sinψ
1∫
0
abzdr¯b
)
i
ZhW = R
∑
Nb
1∫
0
fzdr¯b +Rm¯
∑
Nb
β
1∫
0
abxdr¯b −Rm¯
∑
Nb
1∫
0
abzdr¯b
Poslije zamjene komponenata ubrzanja iz poglavlja 1.5
ab = Ω2R · r¯b

−ω¯2z
0
2ω¯x +¯˙phW sinψ +¯˙qhW cosψ + β ω¯
2
z −¯¨β

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u jednadzˇbe za sile u pravcu osi xhW i yhW dobivamo:
XhW = −R
∑
Nb
(
sinψ
1∫
0
fY dr¯b
)
i
−R∑
Nb
(
β cosψ
1∫
0
fzdr¯b
)
i
−1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(ω¯2z cosψ)i+
+Ω2R2m¯
∑
Nb
(βω¯x cosψ)i+
+1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
[β cosψ (¯˙phW sinψ +¯˙qhW cosψ)]i+
+1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(β 2ω¯2z cosψ)i+
−1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(¯¨ββ cosψ)i
YhW = −R
∑
Nb
(
cosψ
1∫
0
fY dr¯b
)
i
+R
∑
Nb
(
β sinψ
1∫
0
fzdr¯b
)
i
+
+1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(ω¯2z sinψ)i−
−Ω2R2m¯ ∑
Nb
(βω¯x sinψ)i−
−1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
[β ω¯2z sinψ (¯˙phW sinψ +¯˙qhW cosψ)]i−
−1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(β2ω¯2z sinψ)i+
+1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(β¯¨ β sinψ)i
ZhW = R ·
∑
Nb
1∫
0
fz dr¯b+
−Ω2R2m¯ ·∑
Nb
ω¯x−
−1
2
Ω2R2m¯ ·∑
Nb
(¯˙phW sinψ +¯˙qhW cosψ)−
+1
2
Ω2R2m¯ ·∑
Nb
¯¨β
U ovim jednazˇbama nemaju svi cˇlanovi isti zncˇaj. Najvazˇnij je prvi cˇlan, a od preostalih
6 uzet c´emo u obzir samo prvi zato sˇto je on porporcionalan kvadratu ω¯2z u odnosu na
koga su ω¯xβ, ¯˙phWβ, ¯˙qhWβ, ω¯
2
zβ
2 i β¯¨ β mali brojevi.
XhW = −R
∑
Nb
sinψ 1∫
0
fY dr¯b

i
−R
∑
Nb
β cosψ 1∫
0
fzdr¯b

i
− 1
2
Ω2R2m¯ω¯2z
∑
Nb
cosψi
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YhW = −R
∑
Nb
cosψ 1∫
0
fY dr¯b

i
+R
∑
Nb
β sinψ 1∫
0
fzdr¯b

i
+
1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(
ω¯2z sinψ
)
i
ZhW = R ·
∑
Nb
1∫
0
fz dr¯b
Kako je
fZ = −ρ(ΩR)
2
2
c a0 ·
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
fY = −ρ(ΩR)
2
2
c a0 ·
[
− δ
a0
U¯2T + θ U¯P U¯T + U¯
2
P
]
bit c´e integrali
1∫
0
fY dr¯b = −ρ (ΩR)
2
2
c a0
1∫
0
[
− δ
a0
U¯2T + θ U¯P U¯T + U¯
2
P
]
dr¯b
1∫
0
fzdr¯b = −ρ (ΩR)
2
2
c a0
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
dr¯
gdje su:
U¯T = µ sinψ + r¯b (1 + βω¯x)
U¯P = (µz − λ0 − µβ cosψ) + r¯b (ω¯y − β′ − λ1)
Pri izracˇunu gornjih integrala u tangencijalnoj komponentni brzine zanemaren je
zadnji cˇlan r¯bβωx.
A.9.1. Pomoc´ne funkcije F 1 i F 2
Integral
1∫
0
U¯2Tdr¯b
U¯2T = (µ sinψ + r¯b)
2 = µ2 sin2 ψ + 2r¯bµ sinψ + r¯
2
b
1∫
0
U¯2Tdr¯b =
1∫
0
(
µ2 sin2 ψ + 2r¯bµ sinψ + r¯
2
b
)
dr¯b = µ
2 sin2 ψ + µ sinψ +
1
3
Integral
1∫
0
U¯2Pdr¯b
U¯2P = [(µz − λ0 − µβ cosψ) + r¯b (ω¯y − β′ − λ1)]2
= (µz − λ0 − µβ cosψ)2 + (µz − λ0 − µβ cosψ) (ω¯y − β′ − λ1) 2r¯b + (ω¯y − β′ − λ1)2 r¯2b
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1∫
0
U¯2P dr¯b = (µz − λ0 − µβ cosψ)2+(µz − λ0 − µβ cosψ) (ω¯y − β′ − λ1) +
1
3
(ω¯y − β′ − λ1)2
Integral
1∫
0
U¯P U¯Tdr¯b
−U¯P U¯T = [(µz − λ0 − µβ cosψ) + r¯b (ω¯y − β′ − λ1)] · (µ sinψ + r¯b)
= µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) + [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] r¯b + (ω¯y − β′ − λ1) r¯2b
−
1∫
0
U¯P U¯T dr¯b = µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) + [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] 12+
+ (ω¯y − β′ − λ1) 13
Integral
1∫
0
θU¯2Tdr¯b
θ U¯2T = (θp + θrW r¯b) · (µ sinψ + r¯b)2 = (θp + θrW r¯b) ·
(
µ2 sin2 ψ + 2r¯bµ sinψ + r¯
2
b
)
= θp
(
µ2 sin2 ψ + 2r¯bµ sinψ + r¯
2
b
)
+ θrW
(
µ2r¯b sin
2 ψ + 2r¯2bµ sinψ + r¯
3
b
)
1∫
0
θ U¯2Tdr¯b = θp
(
µ2 sin2 ψ + µ sinψ +
1
3
)
+ θrW
(
1
2
µ2 sin2 ψ +
2
3
µ sinψ +
1
4
)
Integral
1∫
0
θU¯T U¯Pdr¯b
−θ U¯P U¯T = (θp + θrr¯) · [(µz − λ0 − µβ cosψ) + r¯b (ω¯y − β′ − λ1)] · (µ sinψ + r¯b)
= µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θp+
+ { [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θp + µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θr } r¯b+
+ { (ω¯y − β′ − λ1) θp + [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θr } r¯2b+
+ (ω¯y − β′ − λ1) θr r¯3b
−
1∫
0
θ U¯P U¯T dr¯b = µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θp+
+1
2
{ [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θp + µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θr } +
+1
3
{ (ω¯y − β′ − λ1) θp + [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θr } +
+ 1
4
(ω¯y − β′ − λ1) θr
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Ukupni izrazi za F 1 i F 2
Uvodimo funkcije koje imaju oblik:
F (1) =
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
dr¯ =
1∫
0
θ U¯2T dr¯ +
1∫
0
U¯P U¯T dr¯
F (2) =
1∫
0
(
− δ
a0
U¯2T + θ U¯P U¯T + U¯
2
P
)
dr¯b = − δ
a0
1∫
0
U¯2Tdr¯b +
1∫
0
θ U¯P U¯Tdr¯b +
1∫
0
U¯2Pdr¯b
Poslije zamjene i sredivanja bit c´e:
F (1) = θp
(
µ2 sin2 ψ + µ sinψ + 1
3
)
+ θrW
(
1
2
µ2 sin2 ψ + 2
3
µ sinψ + 1
4
)
+
+
(
µ sinψ + 1
2
) · (µz − λ0 − µβ cosψ) + (µ sinψ2 + 13) · (ω¯y − β′ − λ1)
F (2) = − δ
a0
(
µ2 sin2 ψ + µ sinψ + 1
3
)
+
+
[(
1
2
+ µ sinψ
) · (µz − λ0 − µβ cosψ) + (µ sinψ2 + 13) · (ω¯y − β′ − λ1)] θp+
+
[(
µ sinψ
2
+ 1
3
) · (µz − λ0 − µβ cosψ) + (µ sinψ3 + 14) · (ω¯y − β′ − λ1)] θr+
+ (µz − λ0 − µβ cosψ)2 + (µz − λ0 − µβ cosψ) (ω¯y − β′ − λ1) + 13 (ω¯y − β′ − λ1)2
Gornje relacije su istovjetne rezultatima prema [1], str. 110.
Ne zaboravimo da su u ovim jednadzˇbama implicitne funkcije: θp (ψ), λ1 (ψ), ω¯y (ψ)
kao i β (ψ).
A.9.2. Komponente sile na rotoru u h KS
Ranije izvedeni integrali:
1∫
0
fY dr¯b = −ρ (ΩR)
2
2
c a0
1∫
0
[
− δ
a0
U¯2T + θ U¯P U¯T + U¯
2
P
]
dr¯b
1∫
0
fzdr¯b = −ρ (ΩR)
2
2
c a0
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
dr¯
s funkcijama
F (1) =
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
dr¯
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F (2) =
1∫
0
(
− δ
a0
U¯2T + θ U¯P U¯T + U¯
2
P
)
dr¯b
imaju vrijednosti:
1∫
0
fY dr¯b = −ρ (ΩR)
2
2
c a0 · F (2)
1∫
0
fzdr¯b = −ρ (ΩR)
2
2
c a0 · F (1)
Dok su jednadzˇbe za komponente sile na glavnom rotoru:
XhW = −R
∑
Nb
sinψ 1∫
0
fY dr¯b

i
−R
∑
Nb
β cosψ 1∫
0
fzdr¯b

i
− 1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
ω¯2z cosψi
YhW = −R
∑
Nb
cosψ 1∫
0
fY dr¯b

i
+R
∑
Nb
β sinψ 1∫
0
fzdr¯b

i
+
1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(
ω¯2z sinψ
)
i
ZhW = R ·
∑
Nb
1∫
0
fz dr¯b
Pomoc´u uvedenih funkcija F 1 i F 2 dobivamo relacije
XhW =
ρ (ΩR)2
2
Rc a0
∑
Nb
(
F (2) sinψ + F (1)β cosψ
)
i
− 1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
ω¯2z cosψi
YhW =
ρ (ΩR)2
2
Rc a0
∑
Nb
(
F (2) cosψ − F (1)β sinψ)
i
− 1
2
Ω2R2m¯
∑
Nb
(
ω¯2z sinψ
)
i
ZhW = −ρ (ΩR)
2
2
Rc a0 ·
∑
Nb
F (1)
Aerodinamicˇki koeficijenti sila za referentni tlak ρ (ΩR)2 i referentnu povrsˇinu R2pi bit
c´e
CXW =
XhW
ρ (ΩR)2R2pi
=
s a0
2Nb
∑
Nb
(
F (2) sinψ + F (1)β cosψ
)
i
− m¯
2ρR2pi
∑
Nb
ω¯2z cosψi
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CYW =
YhW
ρ (ΩR)2R2pi
=
s a0
2Nb
∑
Nb
(
F (2) cosψ − F (1)β sinψ)
i
− m¯
2ρR2pi
∑
Nb
(
ω¯2z sinψ
)
i
CZW =
ZhW
ρ (ΩR)2R2pi
= − sa0
2Nb
·
∑
Nb
F (1) = −CT
gdje smo uveli parametar ispunjenosti rotora
s =
NbRc
R2pi
Ako u gornjim (za koeficijente sila u smjeru osi x i y) zanemarimo zadnje cˇlanove u od-
nosu na prve (ili ako pretpostavimo da je ω¯2z zanemarivo mali) gornje relacije poprimaju
oblik (
2Cxw
a0s
)
= 1
Nb
Nb∑
i=1
F (1) (ψi) βi cosψi + F
(2) (ψi) sinψi(
2Cyw
a0s
)
= 1
Nb
Nb∑
i=1
−βi · F (1) (ψi) · sinψi + F (2) (ψi) · cosψi(
2Czw
a0s
)
= 1
Nb
Nb∑
i=1
−F (1) (ψi)
pri cˇemu se u cijelosti podudaraju sa relacijama prema [1], str. 109.
A.10. Aerodinamicˇki momenti na rotoru
U [1], str. 114, zanemaruju se inercijalni momenti, zato je moment od jednog kraka
oko osi yb.
Mb =
R∫
0
fz rdr
a oko osi zb tog kraka
Nb =
R∫
0
fy rdr
Ne uzimamo u obzir moment oko osi xb jer pretpostavljamo da je profil simetricˇan te
da je os xb prolazi kroz aerodinamicˇki centar profila.
Lb = 0
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Medutim, ipak se uzima u obzir inercijalni moment zbog ubrzanja rotacije rotora
Nb =
R∫
0
fy rdr + IzbΩ˙
gdje je Izb moment tromosti jednog kraka za os zb.
hWx
hWy
bz
bx
rotx
brot yy ,
rethW zz ,
br
zf
yf
Slika A.10: Momenti u koordinatnom sustavu klizanja
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A.10.1. Pomoc´ne funkcije G1 i G2
Da izracˇunali ove komponete potrebni su nam integrali
1∫
0
fzrdrb = −ρ (ΩR)
2
2
R2ca0
1∫
0
(
θU¯2T + U¯P U¯T
)
r¯bdr¯b
1∫
0
fY rdrb = −ρ (ΩR)
2
2
R2ca0
1∫
0
[
− δ
a0
U¯2T + θU¯P U¯T + U¯
2
P
]
r¯bdr¯b
Integral
1∫
0
U¯2T r¯bdr¯b
U¯2T r¯b = (µ sinψ + r¯b)
2 r¯b = µ
2 sin2 ψr¯b + 2r¯
2
bµ sinψ + r¯
3
b
1∫
0
U¯2T r¯bdr¯b =
1
2
µ2 sin2 ψ +
2
3
µ sinψ +
1
4
Integral
1∫
0
U¯2P r¯bdr¯b
U¯2P r¯b = [(µz − λ0 − µβ cosψ) + r¯b (ω¯y − β′ − λ1)]2 r¯b
= (µz − λ0 − µβ cosψ)2 r¯b + (µz − λ0 − µβ cosψ) (ω¯y − β′ − λ1) 2r¯2b + (ω¯y − β′ − λ1)2 r¯3b
1∫
0
U¯2P r¯bdr¯b =
1
2
(µz − λ0 − µβ cosψ)2+2
3
(µz − λ0 − µβ cosψ) (ω¯y − β′ − λ1)+1
4
(ω¯y − β′ − λ1)2
Integral
1∫
0
U¯T U¯P r¯bdr¯b
U¯P U¯T r¯b = [(µz − λ0 − µβ cosψ) + r¯b (ω¯y − β′ − λ1)] · (µ sinψ + r¯b) · r¯b
= µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) r¯b + [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] r¯2b + (ω¯y − β′ − λ1) r¯3b
1∫
0
U¯P U¯T r¯bdr¯b =
µ sinψ
2
· (µz − λ0 − µβ cosψ) + 13 [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] +
+1
4
(ω¯y − β′ − λ1)
Integral
1∫
0
θU¯2T r¯bdr¯b
θ U¯2T r¯b = (θp + θrW r¯b) · (µ sinψ + r¯b)2 r¯b = (θp + θrW r¯b) ·
(
µ2 sin2 ψ + 2r¯bµ sinψ + r¯
2
b
) · r¯b
= θp
(
µ2 sin2 ψr¯b + 2r¯
2
bµ sinψ + r¯
3
b
)
+ θrW
(
µ2r¯2b sin
2 ψ + 2r¯3bµ sinψ + r¯
4
b
)
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1∫
0
θU¯2T r¯bdr¯b = θp
(
µ2 sin2 ψ
2
+
µ sinψ
3
+
1
4
)
+ θrW
(
µ2 sin2 ψ
3
+
2µ sinψ
4
+
1
5
)
Integral
1∫
0
θU¯P U¯T r¯bdr¯b
θ U¯P U¯T r¯b = (θp + θrr¯) · [(µz − λ0 − µβ cosψ) + r¯b (ω¯y − β′ − λ1)] · (µ sinψ + r¯b) · r¯b
= µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θpr¯b+
+ { [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θp + µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θr } r¯2b+
+ { (ω¯y − β′ − λ1) θp + [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θr } r¯3b+
+ (ω¯y − β′ − λ1) θr r¯4b
1∫
0
θU¯P U¯T r¯bdr¯b =
1
2
µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θp+
+1
3
{[µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θp + µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θr}+
+1
4
{(ω¯y − β′ − λ1) θp + [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θr}+
+1
5
(ω¯y − β′ − λ1) θr
Ukupne relacije za G1 i G2 Uvodimo funkcije koje imaju oblik:
G(1) =
1∫
0
(
θU¯2T + U¯P U¯T
)
r¯bdr¯b =
1∫
0
θU¯2T r¯bdr¯b
1∫
0
U¯P U¯T r¯bdr¯b
G(2) =
1∫
0
(
− δ
a0
U¯2T + θ U¯P U¯T + U¯
2
P
)
r¯ dr¯b = − δ
a0
1∫
0
U¯2T r¯dr¯b+
1∫
0
θ U¯P U¯T r¯dr¯b+
1∫
0
U¯2P r¯dr¯b
Poslije zamjene i sredivanja bit c´e:
G(1) = θp
(
µ2 sin2 ψ + µ sinψ + 1
3
)
+ θrW
(
µ2 sin2 ψ
2
+ 2µ sinψ
3
+ 1
4
)
+
+µ sinψ
2
· (µz − λ0 − µβ cosψ) + 13 [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] +
+1
4
(ω¯y − β′ − λ1)
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G(2) =− δ
a0
(
1
2
µ2 sin2 ψ +
2
3
µ sinψ +
1
4
)
+
+
1
2
µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θp+
+
1
3
{[µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θp+
+ µ sinψ · (µz − λ0 − µβ cosψ) θr} +
+
1
4
{ (ω¯y − β′ − λ1) θp + [µ sinψ · (ω¯y − β′ − λ1) + (µz − λ0 − µβ cosψ)] θr } +
+
1
5
(ω¯y − β′ − λ1) θr
+
1
2
(µz − λ0 − µβ cosψ)2 + 2
3
(µz − λ0 − µβ cosψ) (ω¯y − β′ − λ1) +
+
1
4
(ω¯y − β′ − λ1)2
A.10.2. Komponente momenta u h KS
S uvedenim funkcijama G1 i G2 integrali c´e biti
1∫
0
fY dr¯b = −ρ (ΩR)
2
2
c a0
1∫
0
[
− δ
a0
U¯2T + θ U¯P U¯T + U¯
2
P
]
dr¯b = −ρ (ΩR)
2
2
R2c a0G
(2)
1∫
0
fzdr¯b = −ρ (ΩR)
2
2
c a0
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
dr¯ = −ρ (ΩR)
2
2
R2c a0G
(1)
pa su komponente momenta u bks od kraka cˇiji je kut psii:
Mb =
R∫
0
fzrdr = −ρ (ΩR)
2
2
R2c a0G
(1)
Nb =
R∫
0
fyrdr + IzbΩ˙ = −ρ (ΩR)
2
2
R2ca0G
(2) + IzbΩ˙
Da bi dobili trazˇene komponente od kraka cˇiji je kut psii u hks:
Lhi
Mhi
Nhi
 = Lhb ·

0
Mb
Nb

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Matricu transformacije iz bks u hks vec´ smo odredili
Lhb =

− cosψ − sinψ −β cosψ
sinψ − cosψ β sinψ
−β 0 1


Lhi
Mhi
Nhi
 =

− cosψ − sinψ −β cosψ
sinψ − cosψ β sinψ
−β 0 1
 ·

0
Mb
Nb

Ovako izracˇunavamo komponente momenta od jednog kraka. Za cijeli rotor trebamo
zbrojiti komponente od svih krakova
Lh =
∑
Nb
Lhi
Mh =
∑
Nb
Mhi
Nh =
∑
Nb
Nhi
Lh =
i=Nb∑
i=1
(−Mbi sinψi −Nbiβi cosψi)
Mh =
i=Nb∑
i=1
(−Mbi cosψi +Nbiβi sinψi)
Nh =
i=Nb∑
i=1
Nbi
Komponente momenta od jednog kraka u b KS
Mb =
R∫
0
fzrdr = −ρ (ΩR)
2
2
R2c a0G
(1)
Nb =
R∫
0
fyrdr + IzbΩ˙ = −ρ (ΩR)
2
2
R2ca0G
(2) + IzbΩ˙
u jednadzˇbe za komponente momenta rotora, dobivamo:
Lh =
ρ (ΩR)2
2
R2ca0
Nb∑
i=1
(
G(1) sinψi +G
(2)βi cosψi
) − Nb∑
i=1
IzbΩ˙ · βi cosψi
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Mh =
ρ (ΩR)2
2
R2ca0
Nb∑
i=1
(
G(1) cosψi −G(2)βi sinψi
)
+
Nb∑
i=1
IzbΩ˙ · βi sinψi
Nh = −ρ (ΩR)
2
2
R2ca0
Nb∑
i=1
G(2) + IRΩ˙
gdje je moment tromosti rotora IR = Nb · Izb . Ako se zanemare zadnji cˇlanovi za
momente oko osi x i y slijedi
Lh =
ρ (ΩR)2
2
R2ca0
Nb∑
i=1
(
G(1) sinψi +G
(2)βi cosψi
)
Mh =
ρ (ΩR)2
2
R2ca0
Nb∑
i=1
(
G(1) cosψi −G(2)βi sinψi
)
Nh = −ρ (ΩR)
2
2
R2ca0
Nb∑
i=1
G(2) + IRΩ˙
B Analiticˇki model repnog
rotora
Ovdje dani model rotora predstavlja model razine 1 prema Padfieldu, [1].
B.1. Aerodinamicˇke brzine centra rotora
Th
T
z
cgX
CG
TΩ
p
q
T
D
Tz
Tx
0Tψπ −
Tx
2
Ty
T
DD wu +
rotorarepnogravan
yz→
DD wu +
Slika B.1: Geometrijske velicˇine repnog rotora
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Tocˇka D, koja ima koordinate
[
− (Xcg + `T ) 0 −hT
]
, ima komponente brzine u
odnosu na zrak (aerodinamicˇka brzina tocˇke D)

uD
vD
wD
 =

u− uW
v − vw
w − wW
+ Ω˜×

− (Xcg + `T )
0
−hT
 =

u− uW − qhT
v − vw − r (Xcg + `T ) + phT
w − wW + q (Xcg + `T )

B.2. Brzina zraka u presjeku kraka
Pretpostavit c´emo da isto toliku brzinu ima i centar repnog rotora. U presjeku kraka,
na udaljenosti rT od centra rotora, treba dodati josˇ brzinu zbog rotacije rotora ΩT . Da
bi upotrijebili sve sˇto je izvedeno za glavni rotor postavljamo koordinatni sustav repnog
rotora OTxTyT zT (oznacˇit c´emo ga T KS) na slici B.1 i B.2, kao sˇto smo postavili na
slici A.5 za glavni rotor.
U tom koordinatnom sustavu aerodinamicˇka brzina centra repnog rotora je
tanψT0 =
wD
uD
uTW = −
√
u2D + w
2
D cosψT
wTW = −vD
Aerodinamicˇka brzina centra presjeka
vTW = −
√
u2D + w
2
D sinψT − rTΩT
wTW = −vD
a brzina zraka u odnosu na centar presjeka (UP u pravcu i smjeru osi zT ; UT u pravcu i
smjeru osi yT )
UT =
√
u2D + w
2
D sinψT + rTΩT
UP = vD + wi
gdje je wi inducirana brzina zraka kroz ravan diska repnog rotora. Poslije djeljenja sa
ΩTRT dobivamo:
U¯T = µT sinψT + r¯T
U¯P = µZT + λiT
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z
0T−
Tx
T
DD wu +
rotorarepnoravan
Ty
Ty
Tz
TU
PU
zf
d
yf
presjekaravan
Slika B.2: Brzine u presjeku kraka
i to:
U¯T = µT sinψT + r¯T u pravcu i smjeru osi yT
U¯P = µZT − λiT u pravcu i smjeru osi zT
gdje su
µT =
√
u2D+w
2
D
ΩTRT
µZT =
−vD
ΩTRT
λiT =
wi
ΩTRT
Napomena 1.: predznak brzine U¯P , a time i koeficijenta µZT je uskladena s definicijama
prema [1].
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B.3. Opterec´enja u presjeku
Slika B.3 ili B.2 za repni rotor je slicˇna sliciA.6 za slucˇaj glavnog rotora.
` =
ρ(U2T+U2P )
2
c a0α
d =
ρ(U2T+U2P )
2
c δ
gdje je δ = δ0 + δ2C
2
T .
fZ = ` cosϕ+ d sinϕ ≈ `+ dϕ
fY = d cosϕ− ` sinϕ ≈ d− `ϕ
Kao i za glavni rotor:
α = θT + φ
φ =
UP
UT
1 +
U2P
U2T
≈ 1
fZ =
ρ(U2T+U2P )
2
c [a0 (θT + ϕ) + δ · ϕ] ≈ ρU
2
T
2
ca0 ·
[(
θT +
UP
UT
)
+ δ
a0
· UP
UT
]
fY =
ρ(U2T+U2P )
2
c [δ − a0 (θT + ϕ) · ϕ] ≈ ρU
2
T
2
ca0 ·
[
δ
a0
−
(
θT +
UP
UT
)
· UP
UT
]
Koristec´i 1 + δ
a0
≈ 1
fZ =
ρ(ΩR)2
2
ca0 ·
(
θT U¯
2
T + U¯P U¯T
)
fY =
ρ(ΩR)2
2
ca0 ·
[
δ
a0
U¯2T − θT U¯P U¯T − U¯2P
]
Pomoc´u ovih opterec´enja odredujemo silu repnog rotora u pravcu njegovi osi
ZT =
∑
NT
RT∫
0
fZ drT
Zanemarujemo inercijalne sile.
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Ty
d
zf
TU
PU
T
yf
Tz
Slika B.3: Inducirana opterec´enja u presjeku kraka
B.4. Pogonska sila repnog rotora
ZT =
∑
NT
RT∫
0
fZ drT
B.4.1. Sila na jednom kraku
RT∫
0
fZ drT =
ρ (ΩR)2
2
cR a0 ·
1∫
0
(
θT U¯
2
T + U¯P U¯T
)
dr¯T︸ ︷︷ ︸
FT (ψT )
=
ρ (ΩR)2
2
cR a0 · FT (ψT )
Komponente brzine zraka u odnosu na profil kraka repnog rotora UT i UP odredili
smo u tocˇki B.2.
U¯T = µT sinψT + r¯T
U¯P = µZT − λiT = (µZT − λT0)− λT1r¯T
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Prvi cˇlan
θT U¯
2
T = θ · (µT sinψT + r¯T )2 = θ∗T ·
(
µ2T sin
2 ψT + 2r¯TµT sinψT + r¯
2
T
)
1∫
0
θT U¯
2
Tdr¯b = θ
∗
T
(
µ2 sin2 ψ + µT sinψT +
1
3
)
Drugi cˇlan
U¯P U¯T = [(µTZ − λT0)− λT1r¯T ] · (µT sinψT + r¯T )
= µT sinψ · (µTZ − λT0) + [−µT sinψ · λT1 + (µTZ − λT0)] r¯b − λT1r¯2b
1∫
0
U¯P U¯Tdr¯T = µT sinψT · (µTZ − λT0) + 1
2
[−µT sinψT · λT1 + (µTZ − λT0)]− 1
3
λT1
Konacˇno je trazˇena funkcija
FT (ψ) = θ
∗
T
(
µ2T sin
2 ψT + µT sinψT +
1
3
)
+
+µT sinψT · (µTZ − λT0) + 12 [−µT sinψT · λT1 + (µTZ − λT0)]− 13λT1
B.4.2. Prosjecˇna vrijednost sile na kraku
Efektivni otklon kraka
θ∗T = θT + k3βT
gdje je k3 = tanδ3. Ako uzmemo kut mahanja u obliku
βT = βT0 + βT1S sinψT
bit c´e
θ∗T = θT + k3 (βT0 + βT1S sinψT )
= θT + k3βT0︸ ︷︷ ︸
θ∗T0
+ k3βT1S︸ ︷︷ ︸
θ∗T1S
sinψT
S tim oblikom efektivnog otklona kraka bit c´e FT (ψT )
FT (ψT ) = (θ
∗
T0 + θ
∗
T1S sinψT )
(
µ2 sin2 ψT + µT sinψT +
1
3
)
+ µT sinψT · (µTZ + λT0) +
+1
2
[µT sinψT · λT1 + (µTZ + λT0)] + 13λT1
Uzmimo da je λ1T = λT1C cosψT , poslije mnozˇenja
FT (ψT ) = θ
∗
T0µ
2 sin2 ψT + θ
∗
T0µT sinψT +
θ∗T0
3
+ µ2θ∗T1S sin
3 ψT + µT θ
∗
T1S sin
2 ψT +
θ∗T1S sinψT
3
+
+µT sinψT · (µTZ + λT0) + 12 [µT sinψT · λT1 + (µTZ + λT0)] + 13λT1C cosψT
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S obzirom da su srednje vrijednosti za vrijeme jednog okretaja:
1
2pi
2pi∫
0
sin2 ψTdψT =
1
2pi
1
2
2pi∫
0
(1− cos 2ψT )dψT = 1
4pi
(
2pi − 1
2
|sin 2ψT |2pi0
)
=
1
2
2pi∫
0
sin3 ψTdψT =
1
4
2pi∫
0
(3 sinψT − sin 3ψT )dψT = 1
4
∣∣∣∣−3 cosψT + 13 cos 3ψT
∣∣∣∣2pi
0
= 0
bit c´e srednja vrijednost funkcije
FTsr =
1
2pi
2pi∫
0
FT (ψT ) dψT =
θ∗T0µ
2
2
+
θ∗T0
3
+
µT θ
∗
T1S
2
+
µTZ + λT0
2
FTsr =
θ∗T0
3
(
1 +
3
2
µ2T
)
+
µTZ + λT0
2
+
µT
2
θ∗T1S
Tako dobivamo srednju vrijednost sile na jednom kraku
ρ (ΩR)2
2
cR a0 · FT (ψT )
B.4.3. Koeficijent sile repnog rotora
Za cijeli repni rotor od NT krakova
ZT = NT
ρ (ΩR)2
2
cR a0 · FTsr
Koeficijent sile repnog rotora definira se jednazˇbom
CTT =
ZT
ρ (ΩTRT )
2 piR2T
Slijedi da se tako definirani koeficijent izracˇunava jednadzˇbom:
ρ (ΩTRT )
2 piR2T CTT = NT
ρ (ΩR)2
2
cR a0 · FTsr
ili konacˇno:
2CT T
a0sT
=
θ∗0T
3
(
1 +
3
2
µ2T
)
+
µZ T − λ0T
2
+
µT
2
θ∗1S
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sˇto je u skladu sa izrazom prema [1], str.144.
2CTT
sa0
=
θ∗T0
3
(
1 +
3
2
µ2T
)
+
µTZ + λT0
2
+
µT
2
θ∗T1S
S tim koeficijentom sile repnog rotora bit c´e
TT = −NT ρ (ΩR)
2
2
cR a0 · 2CT
sTa0
Prvo, znak - je zato sˇto je sila prema slici B.1 za pretpostavke na slikama B.1, B.2 i
B.3 suprotna osi zT . Prema [1] str. 143 jedn. 3.221 preporucˇa se korektivni faktor zbog
pokrivenosti repnog rotora vertikalnim stabilizatorom povrsˇine Sfin
F = 1− 3
4
Sfin
piR2T
Koeficijent momenta u smjeru osi vratila u definira se kao:
2CQT
sa0
= µTZ + λT0
2CTT
sa0
+
δT
2a0
(1 + 3µ2T ),
gdje je deltaT definiran slicˇno kao i kod glavnog rotora -
δT = δ0T + δ2TC
2
TT .
Moment je tako
QT =
1
2
ρ(ΩTRT )
2piR3Ta0s ·
2CT
sTa0
.
B.4.4. Kut mahanja β(θ)
U ovom modelu, za razliku od glavnog rotora, repni rotor nema ciklicˇnu komandu, pa
je realizirana sila repnog roora uvijek u pravcu osi repnog rotora. Posljedica toga je da
je β˙T mala vlicˇina pa ne uzimamo obzir brzinu u pravcu osi rotora β˙T rT . Diferencijalna
jednadzˇba mahanja kraka repnog rotora ista je kao i diferencijalna jednazˇba mahanja
kraka glavnog rotora, ali bez giroskopskog momenta
IβT β¨T = MAT +MCFT +MelastT
S tom pretpostavkom aerodinamicˇki moment koji povec´ava kut mahanja βT
MAT =
RT∫
0
dL · rT =
RT∫
0
ρ
2
U2T c a0αT dr · r =
ρ c a0
2
RT∫
0
U2T
(
θT +
UP
UT
)
rdr
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TTTT rdrm 2Ω TT
Kβ
T
TTr
TTr β
Tx
Tz
Slika B.4: Momenti na diferencijalni element kraka repnog rotora
MAT =
ρ c a0
2
RT∫
0
(
θT U
2
T + UPUT
)
rdr
MA =
ρ cT a0T
2
(ΩTRT )
2R2T
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
r¯dr¯ =
γT ITβΩ
2
T
2
·
1∫
0
(
θ U¯2T + U¯P U¯T
)
r¯dr¯
gdje je Lockov broj repnog rotora:
γT =
ρ cT a0TR
4
T
ITβ
Vidjeli smo da je
1∫
0
(
θT U¯
2
T + U¯P U¯T
)
dr¯T = FT (ψT )
gdje je funkcija F (ψT )
FT (ψT ) = θ
∗µ2T sin
2 ψT + µT
[
θ∗ + µTZ + λT0 +
λT1
2
]
sinψT +
θ∗
3
+
µTZ + λT0
2
Znacˇi da je aerodinamicˇki moment
MAT =
γT ITβΩ
2
T
2
· FT (ψT )
Centrifugalni moment:
MCFT = −
RT∫
0
m¯TΩ
2
T rT · rTβT drT = −Ω2TβT IβT
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Zamjenom u diferencijalnu jednadzˇbu mahanja kraka repnog rotora dobivamo:
ITββ¨T =
γT ITβΩ
2
T
2
· FT (ψT )− Ω2TβT IβT −KTββT
Kako je
β˙ = dβ
dt
= dβ
dψT
dψT
dt
= ΩTβ
′
T
β¨ = dβ˙
dt
=
d(ΩT β′T )
dψT
dψT
dt
= Ω2Tβ
′′
T
mozˇemo diferencijalnu jednazˇbu mahanja staviti u oblik:
β′′T +
(
1 +
KTβ
ITβΩ2T
)
︸ ︷︷ ︸
λ2βT
β =
γT
2
FT (ψT )
β′′T + λ
2
βTβ =
γT
2
FT (ψT )
Za kolektivni kut prema [1] vrijedi
θ∗T0 =
θT0 + k3
γT
3λ2Tβ
(µTZ − λT0)
1− k3 γT8λ2Tβ (1 + µ
2
T )
.
C Karakteristike
modeliranog
helikoptera
Za primjer u ovom radu koriˇsten je helikopter koji se koristi za primjere proracˇuna
i u [3]. Nije koriˇsten neki stvarni helikopter jer su podaci cˇesto tesˇko dostupni i nepot-
puni. Za ovaj model bili su dostupni svi podaci koji su i u toj knjizi bili potrebni za
proracˇun. Tako se mogu direktno usporedivati rezultati analiza za BET model, koji je
tamo koriˇsten.
Neki podaci koje je zahtjevao analiticˇki model glavnog i repnog rotora napravljen
prema [1] nije bilo u [3]. Za te karakteristike koriˇsteni su podaci iz [1] za helikopter
SA330 Puma koji je najslicˇniji modeliranom helikopteru.
Tablica C.1: Glavne karakteristike modeliranog helikoptera
Karakteristika SI velicˇina Imperijalna velicˇina
Projektirana ukupna masa, WG 9072 kg 20000 lbs
Minimalna operativna masa 4853 kg 10700 lbs
Pogon 2 x 1491 kW 2x 2000 ks
Kapacitet goriva 1361 kg 3000 lbs
Inercija valjanja, Ixx 6779 kg m
2 5000 slug ft2
Inercija propinjanja, Iyy 54233 kg m
2 40000 slug ft2
Inercija skretanja, Izz 47454 kg m
2 35000 slug ft2
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Tablica C.2: Karakteristike glavnog rotora
Karakteristika SI velicˇina Imperijalna velicˇina
Polumjer, R 9.14 m 30 ft
Povrsˇina diska, A 262.6 m2 2827 ft2
Kutna brzina rotacije, Ω 21.667 rad/s
Brzina na vrhu, ΩR 198.12 m/s 650 ft/sec
Tetiva, c 0.61 m 2 ft
Broj lopatica, Nb 4
Popunjenost diska, σ 0.085
Profil lopatice NACA0012
Gradijent uzgona profila, a0 5.723 rad
-1
Faktor nultog otpora profila, δ0 0.081
Faktor induciranog otpora, δ2 9.5
Uvijanje lopatica, θ1 -10
◦
Masa po duzˇini lopatice, m¯ 10.29 kg/m 6.91 lbs/ft
Elasticˇnost mahanja lopatice, Kβ 48149 N m/rad 35513 lbf ft/rad
Inercija mahanja lopatice, Iβ 3891.2 kg m
2 2870 slug ft2
Lockov broj, γ 8.1
Polarni moment inercije, I 15727.5 kg m2 11600 slug ft2
Postavni kut osi, i 0◦
Udaljenost od CG, lM 0.15 m 0.5 ft
Visina iznad CG, hM -2.286 m -7.5 ft
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Tablica C.3: Karakteristike repnog rotora
Karakteristika SI velicˇina Imperijalna velicˇina
Polumjer, RT 1.98 m 6.5 ft
Povrsˇina diska, AT 12.36 m
2 133 ft2
Brzina na vrhu, ΩRT 198.12 m/s 650 ft/sec
Kutna brzina rotacije, ΩT 100 rad/s
Tetiva, cT 0.3 m 1 ft
Broj lopatica, NbT 3
Uvijanje lopatica, θ1T -5
◦
Popunjenost diska, σT 0.146
Profil lopatice NACA0012
Gradijent uzgona profila, a0 5.723 rad
-1
Faktor nultog otpora profila, δ0 0.081
Faktor induciranog otpora, δ2 9.5
Lockov broj, γT 4
Polarni moment inercije, IT 33.89 kg m
2 25 slug ft2
Udaljenost od CG, lT -11.28 m -37 ft
Visina iznad CG, hT -1.83 m -6 ft
Blokirana povrsˇina, SB 31.5 ft
Delta-3 kut, δ3 -30
◦
Koeficijent λ2βT 1.052
Tablica C.4: Karakteristike horizontalnog stabilizatora
Karakteristika SI velicˇina Imperijalna velicˇina
Povrsˇina, AH 1.67 m 18 ft
Raspon, bH 2.74 m 9 ft
Aeroprofil NACA0012
Udaljenost od CG, lH -10.06 m -33 ft
Visina iznad CG, hH -0.46 m -1.5 ft
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Tablica C.5: Karakteristike vertikalnog stabilizatora
Karakteristika SI velicˇina Imperijalna velicˇina
Povrsˇina, AV 1.67 m 33 ft
Raspon, bV 2.74 m 7.7 ft
Aeroprofil NACA0012
Udaljenost od CG, lV -10.67 m -35 ft
Visina iznad CG, hV 0.91 m 3 ft
Slika C.1: Geometrija modeliranog helikoptera
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Slika C.2: Karakteristike uzgona i otpora trupa prema [3].
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Slika C.3: Karakteristike momenta propinjanja trupa.
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Slika C.4: Sila i momenti ovisni o bocˇnom kutu klizanja trupa.
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Slika C.5: Namjesˇtanje odziva upravljacˇkih kontrola prema pomacima joys-
ticka.
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